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2. 1. 6 S% consideri un punto materiale mobile con aqecelerazione costante 9 , es—
sendo 9 verticale discendente. Posto x(0) =Xq , x(0) =vq ,

(a) dimostrare che <l moto & piano. ;
Introdotto nel pitano del moto un sistema di coordinate cartesiane (0,x,y), Y ver

ticale ascendente, la cui origine O coincide con la posizione iniziale del punto,

(b) determinare le equazioni finite del moto;

(e) calcolare la legge oraria;

(d) scrivere l'equazione della tratettoria;

(e) trovare la gittata e l'altezza (massima) raggiunta dal punto al variare del
1'angolo di alzo o (angolo tra la direzione di Vo e l'asse %, Osasgn/2), es—
sendo fissato il modulo vo della velocitd iniziale, e indicare per qualt o talt
quantitd sono massime.

5% definiscano "bersagli" i punti del piano che appartengono almeno a una tratetto
ria.

(f) Supposto vo fissato, determinare l'equazione della curva che separa i ber
sagli dai rimanenti punti del piano (parabola di sicurezza) .

v (a) Integrando l'equazione ¥ =g si ot-
Vo tiene
_ x (t) = xo +vot +igt?. (1)
Da questa relazione discende che, ad ogni
istante, il vettore x (t) —x¢ & una combi-

\ "  nazione lineare dei vettori vgp e g; cid
- e implica che il moto avviene nel piano in-

o \— % dividuato da vg e da g e passante per il
' punto Xgp. Ovviamente se Vo & parallelo a

g i1l moto € rettilineo.

(b) Scelti gli assi come indicato nel testo, l'equazione (1) assume la forma
X (t) = vot +igt2. '
Osservato che vo = vg (cos o ey + sinaezr)', le proiezioni sugli assi forniscono le e-

quazioni finite del moto, ossia
x(t)
y (t)
(¢c) Per definizione, la legge oraria & data da

vocos o t, ‘(2)
vosina t - jgt?. (3)

]

' s . i
s(t) = fo [%2 (1) + 92 (1) ]V%ar =fot [v2 cos?a + (vysina -g1)? ]M2ar

2 2
vycos“a t T T
= 0= - f [1+ (__S___ - tga)z]‘/zd(—-—g—-—-— tga) .
g 0 Vo COSsO. Vg COSQ
In questo modo cid che resta da calcolare & 1'integrale
I=[/1+x2 ax

Tale integrale pud essere calcolato mediante la sostituzione Sh& =x. Infatti dal-
le relazioni ChE d§ = dx e Ch%E =1+ Sh?{ segue

I = fcn?E dE .
Pertanto integrando per parti si trova

I = ChE ShE - [Sh?E GE = ChE ShE - [ (Ch?E - 1)dE = Ché ShE + & - [Ch’E dE
da cui

21 = ChE shE + £

‘ovvero, essendo €’=Sh-1x,

/%2 ax = §x/1+x2 +isnty
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In conclusione, l’ascissa curvilinea vale

v2cos?a t t = t
s(t) = 2 {( 2 - tga) [1+ (—g————tgoc)z]”2 +sh™? (—q—-tga)
2g Vo cosa Vp cosa Vo Ccosa

+ tga (1-+tg2a)vz-+sh_l(tga)},

(d) Per determinare l'equazione della traiettoria nella forma y=y(x), ricavia-

mo t dalla (2) e sostituiamo il risultato nella (3); si ottiene

yix) = tgux-E—gv—g(1+tgza)x2, (4)
avendo usato l'identita trigonometrica 1/cos?0 =1+ tg?a. Al variare di o 1l'equa-
zione (4) rappresenta una famiglia di parabole.

(e) La gittata & la lunghezza del segmento individuato dalle intersezioni O e A
della traiettoria con l'asse x (cfr. figura); la gittata dunque coincide col valo-
re dell ascissa xa di A. L'ascissa xa & la soluzione non nulla dell'equazione in x
ottenuta eguagliando a zero il secondo membro della (4) . Risulta

X = visin2a/g.
La gittata & massima per a=T7/4 e vale v%/g.

Per ciascuna parabola della famiglia (4), l'altezza richiesta coincide con l'or

dinata yy del vertice. Si ha

] yy = vesin®a/(2g) .
Da questo risultato deduciamo che 1l'altezza & massima per o =7/2 (lancio vertica-
le) e vale v}/(29). , '

(f) Un punto generico del piano B= (xg,ys) € un bersaglio se esiste una curva
della famiglia (4) passante per B. Cid accade se e solo se esiste almeno un ango-

lo o in corrispondenza del quale si abbia
g o2 2
Vg = tgaxg - - (1+tg”a)xg. (5)
2vg
Questa relazione & un'equazione di secondo grado nell'incognita tga; essa ammette
le soluzioni

va 2g g
tga = —[1% (1 - yg - 21727,
7 g% R LI

Nel caso in esame tali soluzioni sono accettabili purché tga sia una quantita rea-

le; cid accade se e solo se le coordinate Xg, vz%y
. . ] 0
yg soddisfano alla disequazione 29 parabola di
v 8 Xi.. g o sicurezza
B ¥ 2g 2v2

Se tale disequazione é soddlsfatta in senso

stretto, l'equazione (5) ha due soluzioni rea ,

1i e distinte, per cui il punto bersaglio puod Vo
essere colpito con due tiri distinti. 5 \ v >
In conclusione, i bersagli sono tutti e so ‘\ \\ =
li i punti interni o appartenentl alla parabola di eguazione
2
Y _ 9
- 2
2g 2vg

che & detta appunto parabola di sicurezza. Si noti che la parabola di sicurezza

passa per i punti (O,vo/2g e vo/q 0) coerentemente con i risultati ottenuti al
punto (e).

Osservazione. Un altro metodo per determinare la parabola di sicurezza consi-
ste nel controllare se la famiglia (4) ammette un inviluppo. A tale scopo si scri
va la (4) nella forma

y = f(x,u) = ux-——gy(l-fuz)xz, u = tgao (6)
2vy
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Come & noto, 1'inviluppo si ottiene ricavando u in funzione di x dalla relazione
3f/9u=0 e sostituendo l'espressione trovata nella (6). Ora, & immediato consta-
tare che risulta

_ = X - __g__ ux? ;
0
pertanto si ottiene

’

V5
gx

avendo supposto, come & lecito, x#0. Si verifica subito che sostituendo questa
espressione nella (6) si ottiene proprio 1l'equazione della parabola di sicurez-
za dedotta al punto (f).



