Disco Vincolato con puwwto ﬁ@s;\o e dite g@m dr iberba

4. 4. 5 Un disco, di massa m e ragaio R, pud ruotare mantenendo un punto 0, del
la circonferenza, fisso. Il vincolo in O consente rotazioni attorno all'asse oriz
zontale perpendicolare al disco e rotazioni attorno all'asse verticale. Assumendo
come coordinate libere l'angolo 6 tra <l diametro passante per O e l'asse verti
cale e l'angolo ¢ tra il disco e un piano verticale di riferimento,

(a) serivere le equaziont del moto;

(b) verificare se sono vossibili moti del tipo 6(t) = 8o , d(t) =gdot .
Assegnate le condizioni iniziali ¢(0) =0, 6(0)=n/6, $(0) =wy, 6(0)=0,

(¢) determinare gli eventuali integrali primi del moto;

(d) calcolare i valori assunti da 6 e ¢ allorché 6=1/2 .

. . . e - ; ~ _ (G=-0)
(a) Sia G il baricentro e @ 1la velocita angolare del disco. Poniamo el:]G-—O|'

dw
& =-2F e adottiamo (O,e;,®,,8 ), 8 = €83 x €; , come base solidale.

Utilizziamo il formalismo lagrangiano e osserviame anzitutto che 1l'energia po-
tenziale é& data da
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V = mgRcosb.
Poiché il punto O del disco & fisso pos-—
siamo scrivere l'energia cinetica nella
forma
T=jw'low.
Nella terna solidale scelta, 1'operatore
lo & rappresentato dalla matrice diagona-
le mR? 5mR? 3mR?
4 a2

Denotando con e3 il versore verticale (a-

I, = diag(

scendente) si ha
(|)=(i)93— 963

e quindi
w=¢ (cosB& + sinB &) -08;.
Sostituendo si ottiene l'espressione dell'energia cinetica nella forma
mR? . 3
T = T[(l +4 sin?0) ¢ +66%].

Ne segue che la lagrangiana & data da
mR? " p
L = —8—[(1 +45in?8) ¢ +602] - mgR cosb

e le equazioni differenziali del moto da
_(—g__[(l+4sin26) $] = (1+4sin®6) $ +8sind cos® 6 ¢ = O, (1)
3R6 - 2R sind cosb ¢ - 2g sin® = 0. (2)

(b) Sostituendo 6 =606¢, ¢ =dot, la (1) risulta identicamente soddisfatta mentre

la (2) fornisce la relazione
’ sinfg (R cosfo ¢(2) +g) = 0;

essa é verificata allorché

6o = O,m,, bo arbitrario, (3)
oppure

Rcosfp ¢3 +g = O. v (4)
Naturalmente la (4) sussiste per velocitd angolari sufficientemente grandi ossia
per
R&% z g.

(¢) Un integrale primo & evidente dalla (1) ed & conseguenza del fatto che
3L/9¢ =0 (integrale primo di Poisson); tenuto conto delle condizioni iniziali si
ha .

. (1+45sin?8) ¢ = 2w . (5)
La (5) esprime la conservazione di Loc°e; .

Un altro integrale primo segue osservando che la lagrangiana non dipende espli
citamente dal tempo; tenuto conto delle condizioni iniziali si perviene alla con-
servazione dell'energia totale (integrale di Jacobi) nella forma

mR? ; . mR? V3
—é——[(1+4sin28) $2 +66%2] + mgRcos8 = ng +—2—ng. (6)

(d) Imponendoc 6 =7/2 nella (5) si ha

Sostituendo nella (6) si ottiene

1 2v3 g,
= + (= 2 gy1/2
o (Fuwp *=3~ g

l'indeterminazione sul segno significa che il disco pud passare per 0 =7/2 sia al
lorché 6 é& crescente sia allorché 6 & descrescente.



