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11.7

k + 1)?
calcolare la somma della serie ; log lf:({1<++ ;)
tlog 2]

Dopo aver dimostrato per induzione la formula

i 3 1
Skk+2) 2 n+l n+2’

1
calcolare la somma delia serie kZ[ Kk o 2)

[3/4]
Verificare che la serie seguente & divergente:

=a

Z 2']!1( .

k=1

[E sufficiente osservare che 2" — 1 pern — + o]
Calcolare la somma delle seguenti serie geometriche
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[(a) 25 (b) 15 (¢} + o= (d) 5]

Verificare che, per ogni x € (- 1, 1), vale la formula

X
PIE L ——
k=n L-x
+ o
[Basta osservare che Z O T Gan—— (I+x+ .0
k=n

Determinare il carattere (convergente o divergente} delle seguenti serie
armonjche gcne1 alizzate

(a) i k2 (b) i k372
k=1

[(a) divergente; (b} convergente]
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analogamente si verifica che
(VT n
(}147) tm—l - tn =1 t'i -
L""A
La somma, o serie, degli intervalli di tempo & data da

o oo k

. Yy

L + E (o1 — 8) =t + z [;‘] 4=
k=1

k=1 \"A

= k o X
v ) {vy
=t32+2(—~3 = t, l—w .
k=1 WWa) =0 \Va
Nell’'ultimo membro compare la serie geometrica di ragione vy/v,, che &
un numero positivo e minore di 1. A questo punto scopriamo 'esrore del

ragionamento di Zenone: la somma degli infiniti intervalli di tempo non ¢
infinita, ma & finita e, in accordo con la (114.5), vale

(114.8)

| t v d
(114.9) t =t

1 .
T—vp /vy vy~ vy Vo — Vrp

Quindi il punto A raggiunge il punto T nell’intervallo di tempo espresso
in (114.9).

Si noti che il risultato trovato tramite il ragionamento di Zenone, utiliz-
zando la somma di una serie geometrica convergente, & in accordo con la
Jegge (114.1) del moto uniforme; infatti, dalla (114.1) si ricava che il tempo
tin cui s4(t) = sy(t) & appunto espresso dalla (114.9).

Esercizi

¢ divergente, dopo aver calcolato la

- k + 1
111 Verificare che la serie 3 log <~
k=1

somma s, del primi n termini.
[Si usila relazione log (k + 1)/k = jog(k + 1) ~ log k. Si trova s, = fog(n + 1)]
112 Dopo aver dimostrato per induzione la formula
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Utilizzando il criterio del confronto, stabilire il carattere delle seguenti
seric numeriche

— 1 +sen k = 2 -cosk
(a) 3 (b) —3
k=0 3 k=1 k

[(a) Si usi la disuguaglianza 1 + sen k < 2. La serie data & convergente; (b}
convergente|

Utilizzando il criterio degli infinitesimi, stabilire il carattere delle seguenti
serie numeriche:

o 1 - k

@ gq""hku (b) éf{hku
o 2k + 1 o 1

© l:é Eﬁ + 1y () g k + logm—k
o _— _ - (1 10

{e) léi«og L1+EJ {f) i;[k—sen EJ

[(a) convergente; (b) divergente; (c) convergente; {d} divergente; (e) con-
vergente; (f) convergente]

1l criterio del rapporto non da alcuna informazione se il risultato del
limite (108.11) vale 1. Giustificare tale affermazione considerando ia serie
armonica generalizzata (107.11).

{Se a, = n™, il limite (108.11) vale 1 qualungue sia p. Perd la serie &
convergente se p > 1, divergente se p £ 1]

Utilizzando il criterio del rapporto, stabilire il carattere delle seguenti
serie numeriche:

{a) i 25 Ik (b) i k2t
k=1 k=1
. = kP w1 = ki
RN @ T3
|38 k=1
= ok = k!
(e) é o ® gl o



418 Capitolo 11

itz

11.13

11.14

il.15

il.16

[{2) divergente; (b) convergente; {c) convergente; (d) divergente; (e) con-
vergente; (f) convergente]

H criterio defla radice non da alcuna informazione se il risultato del limite
{108.19} vale 1. Giustificare tale affermazione considerando la serie armo-
nica generalizzata (107.11).

Utilizzando il criterio della radice, stabilire il carattere delle seguenti serie
numeriche:;

- . — [k + 1y
(a) k:):i Kk ! E T J

. 2k 4100 mﬁogkk
@ 2 (F— 0 eﬁJ @ Z T)

[(a) convergente; (b) convergente, {c) divergente, (d) convergente|

Stabilire per quali numeri reali x > ¢ risultano convergenti e seguenti
serie:

- b il

@ X ® 2
o " - .
( 5 0 3 i)
c) é sen (d) é cos K

(@ x <k (B x<1 (o) x < L(d)yx £1]

Dimostrare fa divergenza della serie armonica {107.1) utilizzando il cri-
terio di convergenza di Cauchy,
[Trattandosi di una serie & termin; non negativi, bastera far vedere che Ia
condizione di Cauchy per e serie non & soddisfatta. A tale scopo, bastera
osservare che, per ogni q & N:

1 . 1 . 1 N 1 1
3 LT - ¢ I
g+1 g+2 g+ q g 2g 27

che contraddice ia disuguaglianza enunciata nel criteric di Cauchy dei
paragrafo 104 nel caso n = p = gl

Dimostrare che le conclusioni del criterio della radice sussistano anche se

§1 sostituisce = lim 4a_ con il limite superiote £ = Hm” Ya, .
fi—droo i
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Verificare la propriett associarive delle serie, ciog: se a; + a; + ... + Ay + ..
& convergente, allora, per ogni successione strettamente crescente k, di
numeri naturall, anche la serie

B+ o mag )+ (o + o+ ) o+ (B gyt R )+

e convergente ed ha la stessa somma di a; + ... + a, + ... .
[Essendo, per ogni m € N,

™

i,
(A o+ o+ a ) = 2 a; ,
=<1

1

i

it

(si & posto k, = 0) la successione

m
b, = z (A, + e Ay )
=1
¢ estratta dalla successione delle ridotte di a,]

Scrivere Ia serie di Taylor, di centro rispettivamente x,; = 0 e xg = 1, delle
seguenti funzioni

(a) f(x) = x> + 1 (b) f(x) = (x = 1)°

{(a) con centro xy = 0: x° + 1. Con centro xg = 1: 2 — A -1) + + (x= 1%
(b) con centro x; = 0: 1 — 2x + x°. Con centro Xo = 1 (x = 1)7]

Scrivere Ia serie di Taylor, di centro x, = 0, delle seguenti funzioni (si
vedano anche le definizioni delle funzioni iperboliche date nel paragrafo
593

eX o G*X X

. ) 1= LS

(a) fx) = 5

[(2) x +x* /3l + /51 + o+ x5 /00 + 1)+ g
by 1+ x> /2 + 1 A+ L e+ L]
Sviluppare secondo la formula di Tayior, con centro nel punto 0, le fun-

zioni f(x} che per x = 0 assumono 1} valore () = 1, e che per x = 0 sono
definite da:

{a) x) = log (i:ﬁ ts)) (x) = sen X

X

()1 -x2+% B -+ (=" X"/ +1) + ..;
(by 1-xB+x* 5 — v (- D"/ + D+ ..]



