Principio di massimo per soluzioni di equazioni ellittiche
del secondo ordine di tipo cordes.

Mavrizio CHIcco (Genova) (*) (¥*)

Sunte. — 8¢ provano aleuni principi di massimo (forte e debole) per soluzioni e sotfosoluzioni
delle equazioni lineari ellittiche del secondo ordine di tipo Cordes.

Summary. ~ Weak and strong maximum principles are proven for solutions and subsolutions
of linear second order elliptic partial differential equations of Cordes type.

1. — Introduzione.

I1 presente lavoro si pud considerare un completamento di [3]. In un aperto £
di RB* & dato 'operatore ellittico

n az L3 a

(1) L=— E “z‘i——“‘_g

di=t 0w 0w; 1bi%+c

ove sui coefficienti a,; non si fanno ipotesi di regolarita, ma si suppone che gli auto-
valori della forma quadratica associata siano abbastanza vieini tra loro (ipotesi
di CorDES: vedi ad esempio [6], [17], [3],...). In [3] si & provato che per ogni
feL,(Q) il problema di Dirichlet

Lu=1{ q.0.in 2,
we HH Q)N HYQ)

(2)

ammette una ed una sola soluzione purché il coefficiente ¢ di L abbia estremo infe-
riore essenziale in £ abbastanza grande. Nel presente lavoro si dimostra che per la
risolubility del problema (2) & sufficiente che estremo inferiore essenziale di ¢ in £
sia positivo. Inoltre in ipotesi leggermente pin restrittive sui coefficienti b,, ¢ di L
sussiste il principio di massimo forte per le soluzioni e le sottosoluzioni dell’equazione
Lu=0 q.0. in Q.

Ringrazio il prof. H. O. CoRDES per avermi fatto conoscere un suo manoscritto
contenente le dimostrazioni dei risultati di [7].

(*) Entrata in Redazione il 23 luglio 1973.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del « Centro di studio per la matematica e la fisica teorica
del C.N.R.», presso I’Universitd di Genova,
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2. — Notazioni ed ipotesi.

Nel seguito si faranno sempre le ipotesi seguenti, salvo avviso contrario. Sia Q
un insieme aperto limitato e¢ connesso di B*; per semplicitd supponiamo #>3 (per
n = 2 i risultati sono gid ben noti: si veda ad esempio [18]). La frontiera di £, deno-
tata con 042, sia rappresentabile localmente come grafico di una funzicne dotata di
derivate seconde continue. Siano H*(£2), Hy(L2) gli spazi ottenuti completando ri-
spettivamente C"(2), 0%(£2) secondo la norma

%)l gy = “u”:j;(m + Z o8, “L,(Q)'
i=1
Sia H*(2) lo spazio ottenuto completando (?(2) secondo la norma

%) 2y = ”“”L,(9)+ ”u:c”L.(!J)+ ““m“L.(g)

ove si & posto per brevita

- gt & $
u:c = { z ’M:‘} I u’ww = { 2 %:wj} .
i=1 id=1
Per noti teoremi (vedi ad esempio [14] cap. 2) nello spazio H*(Q) N H{Q) le quan-
titd |u] ) @ [UglL,0 costituiscono norme equivalenti.
Indichiamo con H2(£2, 62) lo spazio definito nel modo seguente:

H3Q, 302) = completamento in HQ) di
{v:veC¥Q), v=0 su 002}.

Per le ipotesi fatte su 02 e per noti risultati (vedi ad esempio [5]) risulta
H(Q, 02)= H*Q) N HL(2).

Se « & una costante reale ed weHY(), si dird che <o su 0 nel senso di
H*(£) se esiste una successione {u},oyC 0" (L) tale che u,<x su 02 (j=1,2,...) e
lim |u; — %) g0, = 0. Analogamente se ve H2(2) si dira che v<e« su 02 nel senso

>0

di H*Q) se esiste una successione {v},.yCcO%2) tale che v,<o su 02 e
lim |9 — v | gxoy = 0. A questo proposito vale la seguente:

PROPOSIZIONE 1, ~ Sia ve H2(2). Allora é v<e su 0Q nel senso di H¥Q) se ¢
solo se é v<o su 082 nel senso di HY(L2).

DIMOSTRAZIONE. — [B], teorema 8. ®m
Poniamo poi, se v HY(2):

max*y =inf{x:xe B, u<a su 02 nel senso di HYQ)} .
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Sui coefficienti di L si fanno le ipotesi seguenti:

M=

a;€L (2). ay;=a; q.0.in 2 (3,j=1,2,...,n), a,=1 in 0.

1

0

1]

»
. -1 . . . N . .
Posto a= essglnf[ > a?j] , supponiamo che risulti a >n—1. Non é restrittivo mo-
=1
dificare i valori del coefficienti a,; in un sottoinsieme di £ di misura nulla in modo che

(3) [z afj(m)]_1>a Voel.

hi=1

Tali ipotesi implicano la positivita della forma quadratica associata alla ma-
trice ((a;;): risulta infatti

Vn

(4) Z aﬁ(w)tit,->1_7n"“|tlz Vze®, VicRr

Bi=1
(vedi [17] pag. 290). Sia poi b,eL,(Q) (1=1,2,...,n), e L(2) con s=2 per
n=3, s >2 per n=4, s=n/2 per n>>b. Sia L Poperatore definito dalla (1) e sia L,
Poperatore L ove si pone ¢=0:

Do 3 a2t 58,0
o Y dx, 0w, ‘ow,”

=1 i=1

Se k & una costante positiva e y un punto di R*, indicheremo con S(y, k) 'intorno
sferico di centre y e raggio k:

Sy, k)= {z: 2R o —y|< k} .

Se D & un sottoinsieme di 2, w una funzione definita in D e & una costante con
0 < h<1, poniamo

H(w, by D)= sup {|w(@') —w@")| o' —2"[: &', s" €D, &' = 2"} .

3. — Lemmi preliminari.

Premettiamo un risultato noto:

LEMMA 2. — Sia we HY(Q) N C(D), « una costante reale. Allora ¢ w<o su 00
nel senso di HY(Q) se e solo se & u(w)<x per ogni x e oL2.

DIMOSTRAZIONE. — vedi [6] corollario 6. m
Il lemma che segue & sostanzialmente dovuto a CorbEs [6], [7].

16 — Annali di Matematica
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”
Levma 3. - Sia bu ¢ feLoo(Q) (t= 1,2, ..., m), 2 “bi“me) + ”6":‘10‘,(9)2 Xn
we H*(Q), Lu=1{ q.0. in Q. =1
Allora esistono due costanti positive K, e B, dipendenti da a, n, K, , Q(K, anche da R)
tale che se S(Z, 3R)c Q2 ¢ R<R, risulti

() H(u, }, 8(z, R)) <K2[Ufﬂim(5(w.3m)+ I )3 steamn =+ 1% | (ssm ] -

DiMoSTRAZIONE. — Bagta rifare, con poche varianti, quella di [7]. Osserviamo

N

innanzi tutto che non & restrittivo supporre % e C?*({2), come si pud facilmente ve-

rificare essendo 02(2) denso in H*(R). Sia e Q, 8(%, 3R,)c 2, 0< R<R,<%, ¢ una

funzione tale che g€ 0y (S8(%, 3R)), ¢ =1 in 8(Z, 2R), 0<¢<1 in S(Z, 3R).
Applicando la (33) di [7] (pag. 163) alla funzione gpu si ottiene facilmente

(6) (ug)2, o — [P~ "do < K, f (L (ug) Ple— > do +
SE3R) SE3R)

LK, | wpllo—af a4 K, [ (upflo—af e
8(z.3R) S(z.3R)

ove z, ¢ un punto qualunque di S(Z, R) e K,, K,, K; sono costanti dipendenti da
n; a, Ky, R, Q.

Resta da maggiorare I'ultimo integrale. A tale scopo introduciamo le coordinate
sferiche eon origine in ,: indicando complessivamente con § le variabili angolari e
posto r= |r— x,| risulta

de = v 1(0)drdb

ove f & una opportuna funzione. Inoltre esistono un dominio D, c B*! ed una fun-
zione 7(0) tali che S(Z, 3R)= {(r,0): 0 D;, 0<r<r(f)}. Pertanto ne segue

(7) f(wwwmzhﬁﬁﬁwwﬁw
0

S(r.3R) D,

Utilizziamo ora la disuguaglianza

a a
fv2(z)dt<4 vt 2 dt
0 0

valida per ogni a > 0 e per ogni funzione v di classe CY(R) tale che v{a)=0 (vedi
lemma 14 in appendice). Da essa segue ovviamente, se 0 < a<1:

(8) vi(t)trdt <4 [v'2(t)dt .
fororan<s]

0
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Poiche per ipotesi & 6R<6R,<1 la funzione r(f) della (7) non supera 1. Possiamo
quindi applicare la (8) alla funzione up essendo up=0 su 08(z, 3R). Pertanto
dalle (7), (8) segue

(6) (&) a 7(6)
2

9 f (fucp)2r2d7'<4f [B_r (u(p)] wdr<4f (u@)irdr .

0 [ Q
Dalle (7), (9) si deduce allora

7(6)
(10) ()2 do <4 |{(O) |(up)irdr|db =4 (up)2r* " da
swim DJ; [of ] suz.‘!m

e dalle (6), (10) infine

(11) f (ug)lr* " de < K, f [L(ug)Pr®"de - (K, + 4K,) f ()2 das .

S5(z3R) S(x.3R) 8(z.3R)

La (11) & valida purché 0 < R< R, ed & formalmente identica alla (33) di [7].
Pertanto allo stesso modo di [7] ne segue

a2) | @ —@pe@)rrd<K, | (Lueplrrd+ K | (ug)de.

S(z3R) S(z,8R) 8{(z:3R)

Le costanti K, K, dipendono, come le precedenti, da =, a, K;, E, £. Osserviamo
a questo punto che

n 7 n
L(/mp) = QDL’M —2 2 Qi U, P, + u(_ z Qi Qay; -+ z bz-%i) =
=1 4i=1 i=1
n n n
- (Pf + z (""2 z atjui'_’ + biu) (Pa:i—u z ai:i(pm{a:jy
i=1 j=1

i= Wi=1

e quindi
(13) L{ug)={f q.o. in 8%, 2R),
(14) 1 L) 13, scamy < EsL 11, ssmy + 1% scsmy + 1% 3szan])

ove K, & una costante dipendente da n, K,, ¢ (e quindi da R).
Sia ora z,€ S(Z, B) in modo che r= o — x| >R se x € 8(Z, 3R) — 8(%, 2R). Allora
dalle (13), (14) segue

(15) f (L(ug) 2r* " ds < f 13" de 4 RA* f [L(ug) Pde <
8(z.3R) 8(z.2R) S(z.3R)— S(z.2R)

< Mﬁ;m(s@.m) f P o - Ra*an[”fH%g(s@m) + HMHIZJg(S(iSR)) + H“m][%,(su?.sm)] <
SG2R)

< Q[Hf“%m(S(E.SSR)) + H“”i(s@sm) + Huw”i(‘S’(ac_.sR))]

ove la costante K, dipende ancora soltanto da n, K,, R.
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Dalle (12), (15) si deduce

(16) xg;g)m f[“(90)—%(Wo)]zy-l—ndw<K9[“f”im(s@.sm)+”““i<m‘;33»+““m”i(sd.am)]-
e s@R)

Per i risultati di CorDES [6], [7]; si ha

H(u, §, 8@ R) < sup | [u(@) —ul@)]r—rda
zo€S(x.R) SR

da cui la tesi. ®
LEMMA 4. — Sia b, ¢, feL,(2) (i=1,2,...,n), > |bls @+ lels =K
i=1

we H¥Q)NHYRQ), Lu=| q.o. in Q. Allora esistono due costanti positive K,, ¢ R’
dipendenti da a, w, K,, 2 (K, dipende anche da R) tali che se 002 ¢ 0 < R< R’ risulti

H(“, 1, 8@, B)N Q) < 10[Hf“%m(s@,3mmz) -+ ”““i(s<isze)ng)+ Hux“i(s@smng)] .

DIMOSTRAZIONE. — Cominciamo dal caso particolare in cui Ze a2 e 8(Z, 3R)N 2
sia un insieme convesso. Allora si pud procedere esattamente come nel lemma pre-
cedente: infatti se ¢ & una funzione scelta come all’inizio della dimostrazione del
lemma 3, risulta gue Hy(S(Z, 3B) N 2) essendo « nulla su 02 nel genso di HY(Q).
D’altra parte poiché S(&; 3R') N £ & un ingieme convesso, 8i possono applicare anche
i risultati in [7] eome nel lemma 3.

Resta da considerare il caso in cui S(Z, 3R') N 2 non sia convesso: ci si ricon-
duce allora al caso precedente con un cambiamento di variabili {questo procedimento
& gid stato usato da GIUsTI[11]).

Scegliamo gli assi coordinati in modo che =0 e che il piano tangente in 0
abbia equazione z,= 0. Allora in un intorno U di 0 la superficie 00 si pud rappre-
sentare, per ipotesi fatta, con una equazione del tipo ©, = ¢(®:, %a, ..., 1) OVe ¢
¢ una funzione dotata di derivate seconde continue e
(17) 90)=9.(0) =9, (0)=...=¢, (0)=0.

Consideriamo il cambiamente di variabili y = G(x) definito da

Y = @ (t=1,2,..,n—1)
(18)
yn:wn—g(xh Tay orey Frei)

ovviamente esso ¢ tale che Pinsieme U'= BG(U N Q) ha una parte di frontiera con-
tenuta nel piano y,= 0.
Inoltre dalle (17) e (18) e dalla scelta di ¢ si verifica facilmente che

(19) lim (y): 0ty j=1,2,...,m).
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Studiamo ora come si serive 'equazione Lu — f nelle nuove coordinate (18).

Posto v(y) = ula(y)], G.(y) = a.{#(y)], b.(y) = b.la®)], &) = olay)], fly) = flzy)]
ove le funzioni #(y) = G '(y) si ricavano dalle (18), si ottiene con facili calcoli:

Lufs(y)] = [— S ) g () - gm(wmxxwwc(wm(w)] —

ig=1

_ (3 a_yzal) 3 (n 7. ()Y
o z.r2=1 (@.9‘21 iily) 0x; 0x;] 0y,0Y, + 1§1 m'z:l @ily) 0w 0w; +
P ayl 31) ~ _
+ B0 ) gy, o=
—— 5 st 3 ) 2+ py)o=Fw)
o lr=1 ¥ aylay g ay, yy =1y
ove si & posto
2y, 0y,
anl) = 3 ) 5 o (r=1,2..,m)
(20) Buy) = Z 3:i(y) oY1 —I—if)-(y)% 1=1,2,..,n)
! =0 Y Cwiomy; T &Y Oy e
y(y) = ¢(y)

Ora & chiaro c¢he 2 |, _wn+ 7L @)= Ki; ove Ky € una costante dipendente
1=1
solo da K, e dalla funzione g della (18), cioé in definitiva da 0£2. Inoltre per
le (19), (20), (3) si pud determinare un numero positivo B’ tale che per ogni
ye U’ N 8(0,3R") risulti

I3 —1 .
(21) [ > fx?r(y)} >a'  ove a’za——t;—l.
Lr=1

A questo punto possiamo applicare il lemma 3 alla funzione o(y) in quanto essa
soddisfa tutte le ipotesi dovute: infatti si pud scegliere R’ in modo che l'insieme
U’' N 8(0, 3R') sia convesso, mentre la funzione v & soluzicne di una equazione del
tipo considerato nel lemma precedente.

Risulta pertanto

(22)  H(v, %, U' N80, R))<K12{“f“im(U’nS(O.SR)) + o3 nsosmy T 1070 ns0s20)

ove 0 < R<R' e K, & una costante dipendente da a, n, K,, g. Tornando alle vecchie
coordinate (@, @y, ..., ®,) ¢ alla funzione u, dalla (22) si deduce facilmente

H(u, 3, VR)<K13{“7‘H§,°°(UD.Q) + |uliwaa + (IR,
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ove VRo=BYU NS0, R)) e K,; & una costante dipendente ancora da a, n, K,, g
(e quindi 29).

Si e dunque provato che u é hélderiana in un intorno di un qualunque punto della
frontiera di 02. ®

CorOLLARIO 5. — Nelle stesse ipotesi del lemma precedente esiste una costante K,,
dipendente da a, n, K,, £ tale che

H(u, }, §)<K1s{”ﬂ[im(m + H“H%,(m + H%”i,(m} .

DIMOSTRAZIONE. — Per i lemmi precedenti # & holderiana di esponente { in un
intorno di ogni punto di . Per compattezza £ pud essere ricoperto da un numero
finito di questi intorni da cui si ottiene facilmente la tesi. m

LEMMA 6. — Per ogni funzione we H* Q)N H(Q2) sussiste lo disuguaglionza
0] 1) < Ky (maiis )% Aw] 1, g,

ove la costante K,, dipende soltanto da n (e non da ).

DiMosTRAZIONE. — In [9] (pag. 488) & stato dimostrato che

(23) 1] 2y syt < Ea 0] 1,0

2(n—1) n_[n))rn
K14:oz(n~2)V7—t{2F(2)} '

Se we H*(2)N H (2) si ha

per ogni ue Hy(£2), ove

(24) %, Hi,(m = —|ududr <|[uf ] A%]1q-
2

Per la diseguaglianza di Schwartz-Hoélder risulta

(25) ] 1,00 < (mis )" 1,00

Dalle (23), (24), (25)si deduce immediatamentelatesi.
II seguente teorema fornisce un primo risultato di carattere locale.

TEOREMA 7. — Sia b, € L (2) (i=1,2,...,n), ce L_(R), ¢=0 g.o. in 2, <0
go. in 2, ue H{2), Lu=1{ qo. in Q.

EBsiste una costante K,;, dipendente soltanto dai coefficienti di L, tale che: per ogni
msieme aperio convesso D contenuto in 0, la eui frontiera sia formata da un numero
finito di porzioni di superfici di classe O, ¢ tale che mis D<K, risulti

y = . * .
€58 Sup % < max (0, max u)



Mavrizio CHICCO: Principio di massimo per soluzioni, ecc. 247

DIMOSTRAZIONE. — Dai risultati di TALENTI ([17] pag. 286) segue che esiste una
costante positiva K., dipendente solo da » e da a, tale che

(26) 1t 2,00 < K16

n .
E au

i3 Ve

2 Ly(D)

per ogni ue H*(D) N HYD), purché D sia un sottoinsieme di £ la cui frontiera sia

regolare e abbia curvatura media di segno costantemente non positivo, ove la nor-

male a 0D sia orientata verso Pesterno (se D & convesso gode di questo proprieta).
Dalle (25), (26) e dal lemma 6 (ove si sostituisca D ad £2) si ottiene

(27) [0, 1,0y < B pq(mis D)y n)u,, a0

(28) 1] 2, <Kf4(mis DY n w,, |z

per ogni ue HX(D)N Hy(D). Dalle (26), (27), (28) segue

(29) ”um“L,(D)<K16 Hf”L,(D) + 215 ”Lm(D)'KM(mis D)Im'"' (g HL,(D) +
=1
+ HCHL(,,(D)'Ki' (mis DY"n ”uxac”L,(D)'
Dalla (29) si deduce che ponendo
K,;=min {[2”K14 2| bv}HLm(!))] - ? [27@1{?4 HCHLOQ(Q)]_MZ}
i=1

e supponendo mis D< K,;, risulta

(30) It | 0y < 2K 36| flzymy Y€ Hy(D)N H*D).

A questo punto si procede come in [3]; dard soltanto un cenno della dimostra-
zione per completezz>.
Prolunghiamo le funzioni a,; a tutto R* ponendole uguali a d,;/n fuori di Q. Sia
be CP(R"), O(x)=0 per |x|>1, f@(m)dw: 1. Poniamo, per m=1,2, ...
an

(31) ™ () = m* f B (ma — my) ay(y) dy .
R"

Analogamente, prolungati i coefficienti b,, ¢ a tutto E* ponendoli uguali a zero
fuori di £, sia

(32) b () = m (60ma— my)b(y)dy
ﬁn

(33) ™ (x) = m"f@(mm — my)e(y)dy
R"

per 1=1,2,...,m ¢ per m=1,2,....
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Sia infine L") P’operatore

(34) Lim) — i al™ 02
Gi=1 ! awlaw,

= 0
(m) _~ (m)
+ 1; b Py + 6™,

B facile verificare che la (30) vale anche per gli operatori L, cioé
(35) H“mHL,(D><2K1a HLW)u”Lz(D) (m=1,2,..)

per ogni we H*(D)N Hy(D).
Consideriamo i problemi di Dirichlet

Limptm) — f q.0. in D,
(36)
v —ue HYD)NHYD) (m=1,2,..).

Dalla (35) segue subito che i problemi (36) ammettono una ed una sola soluzione.
Inoltre per essi vale il clagsico principio di massimo, essendo i coefficienti di L™ di
classe (D). Pertanto si ha (vedi ad esempio [15])

(37) max v < max (0, max* u) .
Dalle (35), (36) si ottiene
“/U{(:;)”LQ(D) <2K15W”L,(D) (m==1,2,..)

pertanto esiste una successione estratta dalla {v"™},.y che converge debolmente
in H?(D) ad una funzione che, tenuto conto di quanto precede, coincide con %. Dalla (37)
si deduee facilmente che u<max (0, m%x* %) qo.in D. o

11 risultato che segue & dovuto a SERRIN [16].

%
LEMMA 8. — Sia ¢, b€ L.(Q) (i=1,2,...,n), 3 185] ey + €l iy = Kyy 630

i=1

g.0. in Q, €, R, >0 tale che S(x,, By)C Q e che mis S(w,, R,) < K5, ove K5 ¢ la
costante introdotia nel teorema 7. Sia w(r) une funzione definita per »>0, nulls per
r="0, continua e non decrescente. Sia W la classe delle funzioni w che godono di tutte
le seguenti proprietd:

a) ue H2(Q).
by Lu=0 g.o. in Q.
o) |u@) —u@") | <w(p'—a"|) V&', 2" eS(@, Ry)-

d) uwz)>0 Yee S, R).



MAURIZIO CHICCO: Principio di massimo per soluzioni, ecc. 249

Allora esiste una funzione (1), definita per t>0; nulla per t= 0, continua e non
decrescente, dipendente da a, n, K, ¢ dal modulo di continuitd w(-), tale che

w(w) <plu(s,)] YoeS(@, By), YuecU.

D1MOSTRAZIONE. — Salvo lievi modifiche & la stessa di [16] (pag. 305-306) e la

riporto per completezza. Non & restrittivo supporre che il punto #, coincida con
Dorigine delle coordinate 0= (0,0,...,0). Sia R, >0 tale che S(0, B)cf e che
mis 8(0, R,) < K,;, ove K;; ¢ la costante introdotta nel teorema 7. Sia inoltre e L.
Allora per il teorema 7 e per il lemma 2 (applicati ad 8(0, R,)) esiste almeno un punto
z € 38(0, R,) tale che u(Z) = max {u(z): z€ 5(0, R,)}. Posto w(Z)= h, sia r,=ry(h)=

= sup {r: w(r) <h/2}. Si verifica che r,(k) & funzione non decrescente di k; risulta inoltre

(38)

P

h<u(x) Yo € 8(0, By) N S(Z, 7,) .

Se 0 8(%, o), cioe se r,>R;, dalla (38) segue

(39)

(S0

h<u(0).

In caso contrario occorre procedere diversamente come segue. Consideriamo
Pinsieme D cosi definito:

2(w5 + o5 + ... + an)

"

+

| (@ —3Ry)*
D—{m. R

<1,w1<R1——r§/2R1}.

Tale D & convesso, contenuto in S(0, R,), contiene 0, inoltre la parte piana della
frontiera di D é contenuta in S(Z, r,).
Definiamo la funzione

v=v(a, #) = (exp [— xo?] — exp [—«])(exp [— x/4] — exp [—a]) "
ove o & un parametro positivo per ora arbitrario e

(@, — 3Ry)*

2w + @5 + ... + on)
16R: :

+ 7

0=

B facile verificare che risulta v=0 sulla parte curva della frontiera di D e
0< v<1in D e sulla parte piana della frontiera di D. Con facili ealeoli si deduce
inoltre che per we D risulta

1—Vn—a) o + 4(K,R,+ 1)a
16 Rin 75

Lv< (exp [—a/4] —exp [—a]) ~* exp [—a0?] [— + Kl].
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Di qui si vede che basta scegliere o abbastanza grande per avere
(40) Ly<0 in D

il che supporremo d’ora in avanti. Ad esempio si puo scegliere per « il valore seguente:

__64nR§(1-|—K1R1)+ 413[ E.n ]%
- 1
—a

721 —Vn —a) 1—Vna

che dipende solo da R, , K, %, a, 7, ed & funzione decrescente di r,. Posto w= $hv —u,
osserviamo che dalla (38) e dalle ipotesi fatte segue

(41) w<0 suodD.

Dalla (40) si ha anche ovviamente (essendo Lu= 0 g.0. in )
(42) Lw<0 q.0.in D.

Allora dalle (41), (42), del teorema 7 e dal lemma 2 segue w< 0 in D, da cui in
particolare w(0)< 0 cioé

(43) Fho(er, 0) < u(0).
8i pud osservare che v(x, 0) dipende soltanto da « e quindi soltanto da E,, K,
N, @, 7. Inoltre a causa della (39) la (43) vale anche se ry> R, essendo v(x, 0) < 1.

Studiamo ora la dipendenza di v{x, 0) da h attraverso r,.
Si ha intanto

v(x, 0) = (exp [Te/16]—1)(exp [3or/4]— 1)

da cui segue che v(x, 0) & una funzione monotona decrescente di « (per « >0).

D’altra parte essendo « funzione decrescente di 7,, ne segue che v(x, 0) ¢ funzione
crescente di 7, =#,(k) ¢ quindi funzione non decrescente di . Detto F(h) il prime
membro della (43) cioe

F(h) = }hv{e, 0)
la funzione F(k) ha le seguenti proprietd: & definita per k> 0, positiva, crescente
con h. Posto allora, per £>0:
@(t)=inf {h: F(h)>1}
tale funzione ¢ & definita per ¢>0, non decrescente, continua, nulla nell’origine.
Inoltre risulta evidentemente

p[F()]=h Vi>0.
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Dalla (43) segue allora
h=o[F)I<e[#(0)] VYh>0.

Tornando alle vecchie coordinate e ricordando la definizione di 7 si ha infine

w(w) <gplu(x,)] VeeS(x, Ry), VuecW. =

4. — Risultati principali.

TEOREMA 9. — Sia ue HYQ), b, € Lo(Q) (i=1,2,...,0), 2 |45 @ = Ei; Lou=0
=1

g.0. in Q. Posto = esssupu, se esiste un punio 2, €82 in oui w(xy) = p, allora u ¢
costante in Q.

DIMOSTRAZIONE. — Per il lemma 3 % & holderiana in £2 e quindi & definita in ogni
punto di Q. Basta evidentemente far vedere che se u(w,) = u allora # & costante
(ed ugunale a u) in un intorno di x,.

Consideriamo le funzioni

(44) w,=pu—u-+7 con 0< <1, v costante.

Ovviamente per tali valori di 7 risulta Ly(w,)=0 q.0. in 2 e w, >0 in 2. Sia B
un numero positivo tale che S(x,, 3R)c 2; allora per il Lemma 3 si ha

(45) H(u, 3, 8@, B) <Eof [, 30 + [l 0]
ove K, dipende dai coefficienti di L,, da » e da £2. Cid significa che la funzione # &
uniformemente continua in S(x,, B). Le funzioni w, (0< < 1), in quanto differi-
scono da u per una costante, sono anch’esse uniformemente continue in S(z,, R)
con un modulo di continuita indipendente da 7. Allora per il Lemma & esiste una
funzione ¢(f), definita e continna per ¢>0, nulla per t= 0, monotons non decre-
scente, dipendente solo da n, a, K, e dal modulo di continuitd di » tale che
(46) wo(2) <plw(@)] VoeS(m, R), Vre(0,1).

Poicheé ovviamente & w,(x,) = 7 dalla (46) segue
47) w(B)<p(t) VoeS@, R), Yre(0,1).

Poiché ¢ non dipende da 7, facendo tendere 7 a zero nella (47) si ottiene

p—u@)=0 VYVzeS@,R). =
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COROLLARIO 10. — Sia b, e L,(Q) (i=1,2,...,n), fe L), <0 q.0. in 2, Liu={f
g.o. in Q. Posto y=essgupu, se esiste un punto x,€Q tale che essgupw=p per
ogni sfera S contenuta in £ e contenente x,, allora 4 & costante in 0.

DIMOSTRAZIONE. — Sia 8= S(@,, r,) di raggio r, tanto piccolo che si possa ap-
plicare il teorema 7 ad S(@, ;). B unica quindi ed esiste la soluzione w del problema
di Dirichlet

Lyw=0 q.0. in 2,
w—ueHYS)N H*(S).

Per il teorema 7, essendo Ly(u—w)<0 g.0. in § e w—weHy(S), risulta u<w
q.0. in § e quindi u-= esspup » = max* u = esysup w =max*w. La funzione w &
holderiana in 8(x,, 7o) per il lemma 3. Per il teorema 9 o w & costante (ed uguale a u)
in 8 oppure & w(x)< u per ogni x€8. Essendo w<w q.o. in § e per la proprieta
del punto x, (centro di 8), tale seconda alternativa non si verifica, quindi w & co-
stantemente uguale a p in §. Poiché »—we Hy(S), ne segue che u= u su 08 nel
senso di HY(S).

Tutto cid si puod ripetere per le sfere S(z,, ) con 0 < r< 7y, pertanto # ==y su
08(my, 7) (nel senso di H(S(w,, 7)), per ogni r< r,. Cid basta per concludere che
w=p q.0. in §, da cui si ottiene facilmente la tesi. =

11 corollario che segue estende il risultato precedente al caso in cui ¢>0 g.0. in 2.

COROLLARIO 11. — Sia fe Ly (Q), f<0 qo. in 2, b,eL,(2) (i=1,2,...,n),
ceL,(Q), 6>0 g.o. in Q, weHXQ), Lu=f g.0. in 2, u= essgupu > 0. Se esiste
un punto x,€ L2 tale che esssup u= pu per ogni sfera aperta 8 contenuta in 2 ¢ con-
tenente x,, allora u é costante in L.

DIMOSTRAZIONE. — Sia 7, un numero positivo cosi piccolo che alla sfera S(w,, )
i possa applicare il teorema 7. Sia w la soluzione del problema di Dirichlet

Lw=0 g.0. in S(zg, 7o)
w—ue HYS(@,, r,)) N H(S(m,, 7)) -

Tale soluzione & unica ed esiste per il teorema 7; inoltre essende L{u—w)=f<0
q.0. in S(w,, 7o) risulta

(48) w<w  q.o. in S(zg, o) .
Ne segue, come nel corollario precedente

M= esysup U = max*y— max*w = ess supw .
S(g,ra) 88 (9,7¢) 08 (%q,70) 8{wo,ro)
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La funzione w & hdolderiana in S(aq, 7,) per il lemma 3; dico che w{z) = y. Se
infatti fosse w(w,) < p, per la continmitdh di w potrei trovare un numero positivo
r'< 1 tale che w(x)< u per we 8wy, r'), assurdo per la (48) e per ipotesi fatta
su vw(,. Cid prova che w(w,) = u; poiché p > 0 esiste una sfera S(wy, ;) (0<< 1 <ry)
tale che w(x)>0 in S(x,, r). Ne segue

Low=Lw—ecw=—ow<0 q.0.in Sz, ).

Allora per il corollario 10, applicato alla funzione w, risulta w=u q.0. in S(z,, n);
per la continuitd di w in S(a,, r,) si deduce facilmente che si pud assumere r, = r,.
A questo punto si procede come nel corollario precedente: essendo w — u € Hy(S(,, 7,))
risulta %= p su 08(%, r,) nel senso di HY(S(xy,7,)); potendosi sostituire ad 7, un
qualunque r< 7y, segue 4= u q.0. in S(x, #,), da cui la tesi. W

Il seguente & uno dei principali risultati del lavoro, che risponde ad una que-
stione lasciata in sospeso in [3].

TroREMA 12. — Sia b,eL,(2) (i=1,2,...,%), ce L(2) con s=2 per n=23,
$>2 per n=4, s=n/2 per n>5, sia [€L,(L), essinfe=c, >0, we H¥N),

Iu=1f gqo.in Q,

(49)
w—weHYQ)N HRQ) .

Allora: (i) Il problema di Dirichlet (49) ammette una ed una sola soluzione u.

(ii) Sef<0q.0.in 2 ew<usu o2 nel senso di HY(Q), allora risulta w<p q.0. in Q.

DIMOSTRAZIONE. ~ (i) Si considerino gli operatori

n 02 n 0
m __ S . m)_~_ ) =1,2,...
M z a/”awiaxj—f-i;b; awi+0 (m 12y .0)

ti=1

ove le funzioni B™, ¢™ (:=1,2,...,n) sono definite nelle (32), (33). Allora risulta
B, ™eL (2) (=1,2,...,m;m=1,2,..), ™>¢, in Q,

nllj,@w {21 10— 0" g + flo— '™ ”Ls(!))} =0.
Per noti teoremi (si veda ad esempio [10], [4]) ne segue
(560) Aim  max {] M0 —Lo| 0 [Vl sy <1, vE Hy( Q) N H¥(R)} = 0.

In altre parole la successione di operatori {M™} . converge ad L nella topo-
logia uniforme di L{H*(Q) N Hy(Q); LA(2)].
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Consideriamo i problemi di Dirichlet

M™y™— ¢ q.o0.in 2,
(51)

WM —weHy()NHN Q) (m=1,2,..).

Tali problemi hanno al pilt una soluzione, come si deduce facilmente dal corol-
lario 11 (si tenga conto anche del lemma 2 e del corollario 5). Per la teoria di
Riesz-Fredholm i problemi (51) hanno dunque una ed mna sola soluzione %) (per
m=1,2,..).

Cid significa che esistono gli operatori inversi [M™]t da L,(Q2) a Hy(2) N H(Q)
(per m=1, 2, ...). Lo stesso si potrebbe ovviamente ripetere per gli operatori M™ — kI
purché k< ¢,. Ne segue che gli autovalori reali degli operatori M sono tutti mag-
giori o uguali a ¢,. Per i risultati di [13], [3] gli operatori M"™ ed L hanno ciascuno
un autovalore reale di minima parte reale. Pertanto si pud dire che

(52) Red™>e, (j=1,2,..; m=1,2,..),

ove {A™}, .y & la successione degli autovalori di M.
Per la (50) e per noti teoremi si ha che ogni autovalore A; di L & il limite della
successione dei corrispondenti autovalori degli operatori M™:

(53) A= lim 2™ (j=1,2;..).

m—>Foa 7

Dalle (52), (53) si deduce allora
(64) Red;,=z¢, (j=1,2,...)

I, quale prova che 0 non & un autovalore di L e quindi il problema (49) ammette una
ed una sola soluzione wu.

(ii) Per la (50) e per la prima parte del teorema gli operatori [M*]! hanno
norma limitata, da L,(2) a HyQ) N H* (), uniformemente al variare di m. In altre
parole esiste una costante K,; indipendente da m tale che risulti

(85) ”z”H’(Q) <Kl M(m)z“Lz(m

per ogni ze HY(Q)N H)(L2) e per ogni m=1,2, ...

Sia {f,}ney una successione di funzioni tali che: f, €L (2), f,<0 q.o. in O,
(m=1,2,..) 7,1}_1,%0 I — Frul zaiy = 0.

Poiche w<p su 82 nel senso di H{(Q2), per la proposizione 1 & anche w<py su 002
nel senso di H2(Q), quindi esiste una successione di funzioni {w,},ey tali che
w,, € 0¥(0), w,<p su 02 (m=1,2,..), lim |w,—w|ggm =0

m—>» -+ 00
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Consideriamo i problemi di Dirichlet

Mmwe,=f. q.0.in 2,
(56)
n—Wa € Hy(Q)NHX2) (m=1,2,..).

Tali problemi ammettono una ed una sola soluzione z, per la prima parte del
presente teorema.
Dalla (56) si ottiene

(57) Mz — 0] = fo— M0, (m=1,2;...)
e dalle (55), (57)
(58) 12— Waa |l g0y < Ky | — M(m)’wm ”L,(.Q) (m=1,2,..).

Per le (56), (57) e per il corollario 5 le funzioni 2, —w, sono holderiane in 3;
per il lemma 2 e per il corollario 11 risulta 2, —w, <0 in Q e quindi em<p in 0.
Dalla (58), poiché evidentemente il secondo membro ¢ limitato al variare di m, segue
Pesistenza di una successione, estratta dalla {2,,} ey, debolmente convergente in H*(2)
ad una funzione z.

Dalle (56), (49) si deduce che z= u, soluzione del problema (49). Poiché z,<u
(m=1,2,..) in £, si conclude w<p q.0. in Q. =

Sussiste infine la seguente proposizione, che estende leggermente un risultato
noto (vedi [8], [3], [15]...).

COROLLARIO 13. — Le conclusioni del teorema precedente valgono anche nella ipotesi
essinfe=0 purché per almeno un valore di i (1<i<n) risulti esginfb, > — co op-
pure essgup b, < + oo.

DiMOSTRAZIONE. — Basta far vedere che in queste ipofesi lo zero non & un auto-
valore di I, poiché il resto della dimostrazione & lo stesso che nel teorema precedente.
Per fissare le idee supponiamo essinfb, > —co, ze H}(Q) N H}(2), Lz=0 q.0. in Q:
dobbiamo concludere che risulta z= 0 q.0. in Q.

Poniamo z=vz,, ove &, = h—exp [k»,] e h, &k sono costanti da determinarsi piu
tardi. Si ha:

n n

Iz=— z a’ﬁ(zl)ziw, z an’”w;wﬂl_“) z Qg zl)wivw +

Gi=1 i=1 dj=1
n
+ zb{(zl)x‘v + b+ 050 =0 q.o.in Q.
i=1 i=1

Dalla definizione di 2z, segue

(69) & [ ﬁ: @i Ve, + (2k oxp k2] § Z - 2 b ) Vo +

=1

+@ﬁ§JEWM%+44=O q.0. in 2.
1
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Ora scegliamo la costante % in modo che sia a,k2—b,k>1 g.0. in £2: per
questo basta che sia

ess inf b, — 4 (ess ] infb,)? 4 4 ess Sup 4y

k
< 2 essginf Ay

(Se P'ipotesi fosse stata ess s Sup b, < + oo, si sarebbe dovuto prendere

ess sup b, 4 \/(ess sup b,)? + 4 ess sup a,,
k -~ 0o 0 0 .

2 essinf a,,
2

Poi si determina la costante 4 in modo che #(x)>1 per ogni ze. In questo
modo l'equazione (59) diventa del tipo

Liv=0 gq.o0.in £

ove i coefficienti di L, soddisfano le ipotesi del teorema precedente essendo, per le
scelte fatte delle costanti & ed &:

—bk

. o[ O K*—by
ess me exp [kx ]+ ¢} >0.

1

Dal teorema precedente segue allora v=0 q.0. in 2 e quindi 2 =0 q.0. in 2.
Cid prova che il problema di Dirichlet (49) ammette una ed una sola soluzione.

Resta da far vedere che se f<<0 q.o0. in 2, w<M su 082 nel senso di H(£2), la
soluzione u del problema di Dirichlet (49) & tale che u<M g.o0. in 2. Essendosi pro-
vato che 0 non ¢ un autovalore dell’operatore L, si pud procedere come nella dimo-
strazione del teoremsa precedente. m

5. — Appendice.

LEMMA 14, - Sia a >0, ve CY(R). Allora ¢
27 a

f'v?(t)dt<4 v'2(t) 2 dt - 2av%(a) .
0

0

DIMOSTRAZIONE. — Sia 0< &< @, &= tv.
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Risulta allora

a

60) 22t Lart — L(e®) Yt = v t2dt >
4

da

Pas

(1]
(2]
(3]
[4]
(5]
(6]
(7]
[8]
(9]
(10]
(11}
[12]
[13]

[14]

&

a [
>f%z2t“1dt——%zz(a) + 42%(e) = %fvzdt— Yavi(a) 4 Levi(e)

&

cui
f vidt<4 f VRt — 2e0%(s) - 2av(a) .
sando al limite per ¢ — 0% si ha la tesi. m
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Colgo 'occasione per correggere aleuni errori di stampa in cui sono incorso nel
mio precedente lavoro {3].
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