
Principio di massimo per soluzioni di equazioni ellittiche 
del seeondo ordine di tipo cordes. 

MA~"I~IZIO Cm:cco (Genova) (*)(**) 

Sunto.  - Si provano aleuni principi di massimo (forte e debole) per soluzioni e sottosoluzioni 
delle e~uazioni lineari eltittiche del seeondo ordine di tipo Cordes. 

Summary. - Weak and strong maximum principles are proven for solutions and subsolutions 
of linear second order elliptic partial differential equations of Cordes type. 

1. - I n t r o d u z i o n e .  

I1 presente  lavoro si pub considerare un comple tamento  di [3]. In  un aper to  Q 

di R ~ ~ dato  l 'operatore  ellit t ico 

(1) 
. ~, ~ +  

Z = - -  X a , , ~ + ~ b  , e 

ore  sui coefficienti a ,  non si fanno ipotesi di regolarit~, ma si suppone che gli auto- 
valori  della forma quadrat ica  associata siano abbastanza vicini t r a  loro (ipotesi 
di CO~DES: vedi ad esempio [6], [17], [3], . . .) .  I n  [3] si 6 p rova to  che per  ogni 
] eL,(~9) il p roblema di Dirichlet  

[ Z u = /  q .o .  in ~ ,  
(2) / u e H~(~9) n H0~(Q) 

am met t e  una  ed una  sola soluzione purchb il coefiiciente v di L abbia estremo infe- 

riore essenziale in ~9 abbastanza grande. Nel presente  lavoro si dimostra  che per 1~ 
risolubilit~ del problema (2) 6 sufllciente che l 'es t remo inferiore essenziale di v in ~9 
sia positivo. Inol t re  in ipotesi leggermente pifl res t r i t t ive  sui coefficienti b,, v di Z 
sussiste il principio di massimo forte  per le soluzioni e le so~tosoluzioni dell 'equazione 

Zu----0 q.o. in t~. 
l~ingrazio il prof.  IT. O. Co~])ES per  avermi fa t to  conoscere un  suo manoscrit~o 

contenente  le dimostrazioni  dei r isul ta t i  di [7]. 

(*) Entrata in Redazioae fl 23 luglio 1973. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del <( Centro di studio per la matematica e la fisica teorica 

del C.N.R. ~), presso l'Universit~ di Genova. 
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2. - N o t a z i o n i  ed ipo tes i .  

~e l  segui¢o si far~nno sempre le ipotesi seguenti, salvo avviso conCrario. Si~ Y2 
un insieme aperto l imi*~o e connesso di R~; per semplicit~ supponiamo n > 3  (per 
n = 2 i risulta~i sono gi~ ben noti :  si veda ud esempio [18]). L~ frontieru di Y2, deno- 
~ a ~  con ~D, sia ruppresen¢abile locMmen¢e come grufico di unu funzione dotutu di 
deriv~te seconde continue. Siano H~(D), H~(f2) gli spazi ottenu~i comple~ndo  ri- 
spet~iv~mente C~(t~), C~(D) secondo 1~ normu 

i = l  

Si~ H~(~9) lo spazio ottenu~o completando C~(D) secondo 1~ norma 

ore si ~ posto per brevit~ 

/ 
Per noti  ~eoremi (vedi a4 esempio [14] cap. 2) hello sp~zio H~(D)n H~(~) ]o qu~n- 

~i~  ]lu]l~(a) e Ilu~]]~,(a) costituiscono norme equiv~len~i. 
Indichiamo con H~(~, ~D) lo spazio definito nel modo seguen~e: 

H~(t"2, ~D)-~ compleCamento in H~(Q) di 

Per le ipotesi f~tte su 3D e per noti  risulta~i (vedi ad esempio [5]) risult~ 
H2(D, 3D) = ~ ( D )  n H~(D). 

Se ~ ~ unu costunte reale ed u e H l ( Q ) ,  si dir£ chc u < ~  su ~Q nel senso di 
HI(~)  se esis~e una s u c c e s s i o n e  (~i}ieNC C1(~¢~) Cale che u jK~  su 3/2 ( ] = 1 ,  2, ...) e 
lira I]uj--ul[H,(a)= O. Anulog~mente se veH~(D) si dir£ che v < a  su ~D nel senso 
$--~OO 

di H2(Q) se esiste una suecessione (v~}jeN¢C~(D) tale che vjK~ su 3f2 e 
lira live-- vllH,ca ) = 0. A questo proposi$o yule la seguente: 
j-->co 

PI~oPoslzIO~]~ 1. - Sia veH~(Q).  Atlora ~ v Kg su ~ nel senso di H2(D) s e e  
solo se ~ v < g  su 3Q nel senso di HI(Q). 

D I M O S T t ~ & Z i O I ~ E .  -- [5]~ teorema 8. • 
Poniamo poi, se u ~ H~(D) : 

m0~x*u= inf {c¢: ~ R ,  u < ~  su ~Q nel senso di HI(~)} .  
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Sai coefficienti di /~ si funno le ipotesi  seguenti :  

a~j~.L~(Q), a~=aj~  q.o. in Q (i, ~ ----1, 2, ... , n) , ~ a , - - 1  in Q .  
i = l  

@ 

% , suppon i smo ehe risult i  a > n - - 1 .  Non g res t r i t t ivo  mo-  
"i ,~ = 1 

dific~re i vslor i  dei coefficienti a ,  in un sot toinsieme di ~ di misuru nulls  in modo che 

- 1  

(3) a~/x) > a Vx ~ Q .  
" i d  = 1 

Tsli  ipotesi  implic~no ls  posi t iv i t£  dells f o rms  quadrs t icu  sssoeistu ulls m~- 

trice ((a,-)): r isultu in fa t t i  

(4) ~ a,(x)t~t~>~ 1 - - V ' n - -  a ]t12 V x e g ,  V t e R  ~ 

(vedi [17] pag. 290). Sis poi b ~ L . ( Q )  (i----1, 2, ..., n), eeL~(Q) con s = 2  per  
n ~ -  3, s > 2 per  n =  4, s = n/2 per  n > 5 .  Sis L l ' opers to re  definito dulls (1) e sia Lo 

1 'opera,  ore L o re  si pone e =  0: 

~ + ~ 
L ° =  - -  4,i= ~1 aij ~ i~=l bi Ox~--~i " 

Se k ~ unu costunte posit iv~ e y un pun to  di R ~, indicheremo con S(y, k) l ' in torno 

sferico di centro y e ruggio ]~: 

Z(y, ~ ) =  (x: x e  l¢~, I x - y l  < ~} . 

Se D ~ un sot to ins ieme di ~ ,  w u n s  funzione definits  in D e h unu costunte con 

0 <  h < l ,  poniumo 

r o w ,  h, D) = sup {Iw(x ') - -  w(x")], ix'-- x '~ 1-~: x', x" e D, x'=/= x"} . 

3. - L e m m i  p r e l i m i n a r i .  

P r e m e t t i ~ m o  nn  r i su l t s to  noto :  

L D ~ A  2. - Sia u ~ H I ( Q ) ( ~  Uo(~), ~ una eostante reale. Allora ~ u < ~  su ~Q 

nel senso di Hi(Q) s e e  solo se ~ u(x)< ~ per ogni x E ~g2. 

D~OST~AZlO~E. - vedi [5] corollurio 6. • 
I1 l emmu che segue ~ sostunzi~lmente dovuto  ~ C0~DES [6], [7]. 

1 6  - Anna~i di 2VIatematica 
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ueH~(/2), L u = /  q.o. in /2. ~=~ 
Allora esistono due eostanti positive K~ e Ro dipendenti da a, n, K~, /2(K~. anche da R) 

tale ehe se S ( ~ , 3 R ) c / 2  e R < R o  risulti 

(5) 

DIMOSTI~AZIONE. - -  Basra rifare, con poche varianti ,  quella di [7]. Osserviamo 
innanzi t u t t o  che non ~ restr i t t ivo supporre u e C2(~), tome  si pub facilmente ve- 
rificare essendo ~ ( ~ )  denso in H~(/2). Sia ~ e /2 ,  S(~, 3Ro)¢/2, 0 < R <Ro < ~, ~ una 
funzione tale che ~ e C o ( S ( ~  , 3R)), ~ = 1  in S(~, 2R), 0 4 ~ 4 1  in S(5, 3R). 

Applicando la (33) di [7] (pag. 163) alla funzione ~u si ot t iene facilmente 

S(~ ) 8 (~ ,8R)  

S(~¢,3R) S(~,SR) 

(uq~)~ tx - -  xo 18-" dx 

ove xo ~ un pun to  qualunque di S(5, R) e K~,/{4, Ks sono costanti  d ipendent i  da 
n~ a, K1, R, /2. 

l~esta da maggiorare l 'u l t imo integrale. A tale scopo int roduciamo le coordinate 
sferiche con originc in xo: indicando complessiv~mente con 0 le vuriabili ungolari e 

posto r =  ]X--Xo] r isulta 

dx = r~-~](O)drdO 

ore  ] ~ una oppor tuna  funzione. Inol t re  esistono un dominio D1 c R "-1 ed una fun- 
zione r(O) tali  che S(~, 3 R ) =  {(r, 0): 0 E DI, O<r<r(O)}. Per t an to  ne segue 

~,(0) 

8(~.8R) D, 0 

Utilizziamo ora la 4isuguaglianza 

a a 

fv~(t)dt< 4fv'~(t)t~dt 
o 0 

valida per  ogni a > 0 e per  ogni funzione v di classe Ca(R) tale the v(a) = 0 (vedi 
lemma 14 in appendicc).  Da essa segue ovviamente ,  se 0 <  a < l :  

(8) 
¢t a 

fv2(t)t"dt < 4 fv'~(t)tdt . 
0 0 
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Poich~ per ipotesi ~ 6/~<6Bo41 la funzione r(O) della (7) non supers 1. Possiamo 
quindi applieare la (8) ulls funzione u~ essendo u~----0 su ~ (~ ,  3R). Pertanto 
dalle (7), (8) segue 

r(O) ~'(0) ~(0) 

0 0 0 

Dalle (7), (9) si deduce sllora 
ri0) 

(10) f (~)~-r~-.d,<aff(o)[f(~,v):~e~]aO 
8(~,3/t) Dx 0 

e dalle (6), (10) infine 

f ~2 2--n = 4 (u~r  dx 
8(~:,2R) 

S(~¢,3R) S(x,3/t) 8(~,3/~) 

La (11) ~ vslida p~rch~ 0<  R<Ro ed ~ formalmente identies alla (33) di [7]. 
Pertanto allo stesso modo di [7] ne segue 

(12) f [(u?)(x)--(u?)(xo)]2r-~-~dx<K6 f [.L(uq~)]2r3-'dx-]-g7 f (u~l~dx. 
s(~.sm s(~.8~) s(~.sn) 

Le costanti/£6, K 7 dipendono, come le precedenti, ds n, a, K~, R, tg. Osservismo 
a questo pun%o che 

" i ) i d = l  , -- 1 alj~)x'xJ -- bi~a" 

= = i d = l  

e quindi 

(13) L(u~) = ] q.o. in S(~, 2R), 

ore Ks ~ uns costsnte dipendente ds n, K1, ~ (e quindi da R). 
Sis or~ xoe S(~, R) in modo che r= Ix--xol>R se xeS(~, 3R)--S(~, 2R). Allors 

dslle (13), (14) segue 

(15) f [L(uq~)]er*-~dx< f f + R f [L(uq~)]2dx< 

< 
8(~o2R) 

< g 0 [ l l / e  , 12 e 

ore ls costsn¢e K9 dipende uncoru solt~nto du n, K1, R. 
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Dalle (12), (15) si deduce 

f [u(x)--U(Xo)]~r-l-~dx<Kg[ / ~ ~ (16) 8 u p  

Per  i r isul ta t i  di CO~DES [6], [7], si ha  

R(u, ½, s(~, R)) < sup f [u(x) --U(Xo)]~r-~-~dx 
xoeN(~.i¢) 

S(~.E) 

da cui la tesi. [] 

i=1 

u~H~(D) V~H~(D), L u = ]  q.o. in D. Allora esistono clue costanti positive K~o e R '  
dipendenti da a, n, K~, ~Q (Klo dipende anehe da R) tall ehe se 2~ ~D e 0 < R < R '  risutti 

DII~0STlgAZIONE. -- Cominciamo dal caso par t icolare  in cui 2 E 0f2 e S(2, 3R') (3 

sia a n  insieme convesso. Allora si pub procedere e sa t t amen te  come nel l e m m a  pre- 

cedente:  infa t t i  se ~ g una  funzione scelta come all ' inizio della dimostrazione del 
l e m m a  3, r isul ta  ?u e H~(S(2, 3R)(3 Q) essendo u nulla su ~ ?  nel senso di H~(D). 

D ' a l t r a  pa r te  p0iehg S(2 5 3R') ;~ D g u n  insieme convesso, si possono appl icare  anche 
i risulta~i in [7] come nel l e m m a  3. 

l~esta da eonsidcrare il easo in eui S(~, 3R')c~ D non sia eonvesso: ci si rieon- 

duee allora al caso precedente  con un  cambiamen to  di variabil i  (questo proeedimento  

gi~ stato usato da GIUSTI [Ii]). 
Scegliamo gli assi eoordinat i  in modo che ~ : - 0  e che il p iano tangentc  in 0 

abbia  equazione x~ = 0. Allora in un  in torno U di 0 la superfieie 3s9 si pub rappre-  
sentare,  per  l ' ipotes i  fatta., con una  equazione del t ipo x~ = g(x~, x2, ..., x._~) ore  g 
g una  funzione do ta ta  di der iva te  seconde continue e 

(17) g(0) = g ~ ( 0 ) =  g~,(0) . . . . .  g~._,(O) = O. 

Consideriamo il c amb iamen to  di variabi l i  y = ~(x) definito da 

I y ~ = x ~  (i = 1 ,  2, ... , n - - 1 )  
(is) 

t y ~ =  x~--g(xl ,  x2, ..., x~_~) ; 

ovv iamcn te  esso 6 tale che l ' ins ieme U ' =  ~ ( U  (3 D) ha  una  par te  di f ront iera con- 

tenuta nel piano y~ = 0. 
Ino l t re  dalle (17) e (18) e dalla scelta d i g  si verifica faci lmente che 

(19) o ~xj (y) ---- ~i~(i, j = 1,  2, . . . ,  n ) .  



I~_~UI~IZiO CItI(?O0: Principio di massimo per sotuzioni, eve. 245 

Studiamo ora come si serive l 'equazione /Su = ] nellc nuove coordinate (18). 
Posto v(y) -= u[x(y)], 5 , (y)  : a~[x(y)], b~(y) = b~[x(y)], g(y)= e[x(y)], ](y) ~-- ][x(y)] 

ore le funzioni x ( y ) =  ~-~(y) si r icavano dalle (18), si ottiene con facili calcoli: 

Zu[x (y)]---- [ - -  ~,7 ~1 a~(x)u~,~(x)~- ~= ~ b~(x)u~,(x)-F e(x)q~(x)] . =~(~,) = 

~,r=l i , i=l  / = 1  \ i d = l  i 5 

8:v  8v 

ore si 6 posto 

(2O) 

8y~Sy, ( l ~ r = 1 , 2 ~  . , n ) .  
~ , ( y )  = ,.J:~ a , ( v )  ~x--~ ~x--~ ' "" 

~2al 
fl~(y) = ~ a~/y~ ~ 8Y~ "=1 ~ o,~.-F~lt)i(y)-~x-(l= 1, 2, ..., n) 

7(y)--=~(y). 

Ora g ehiaro ehe ~ I[~/l~(v,~+ il~ll~(v,,= KI~ ore Kll ~ una eostante dipendente 
/ = 1  

solo da K~ e dalla fnnzione g della (18), clog in definitiva da SO. Inoltre per 
le (19), (20), (3) si pub determinare un numcro positivo R'  tale the per ogni 
y s U' (~ S(0, 3R') risulti  

[i 1-1 2 a' a~ - a +  n - - I  
(21) ~ (y) ~> ore 

t.~-= 1 2 

A questo p~nto possiamo applicar e it lemma 3 alia funzione v(y) in quanto essa 
soddisfa t u l l e  le ipotesi dovute:  infa t t i  si pltb seegliere R'  in modo che l 'insieme 
U'(~ S(O, 3R') sia convesso, mentre  la funzione v 6 soluzione di una  equazione de! 
t ipo considerato nel lemm~ precedente. 

l~is~lta per~anto 

(22) lt(v, ~, v ' n  ~ ( o ,  R ) )  " ~ v 2 ~ 

ore 0 < R < R '  e K12 6 una eostante dipendente da a, n, KI ,  g. Tornando al]e vecchie 
coordinate (xl, x2 , . . . ,xn)  e alla funzione u, dalla (22) si deduce facilmente 

t~(u,  ½, V~) " 2 u 2 
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eve V n = ~ - ~ ( U ' ~  S(0, R)) e K~a 6 un~ cost~nte d ipendente  ancora da a, n, Kt ,  g 
(e quindi 3D). 

Si 6 dunque p r o r a t e  che u 6 h61deriana in un in te rne  di un  qualunque pun to  della 
f ron t ie ra  di 8D. • 

C0~0LLA~I0 5. - Nelle stesse ipotesi del lemma preeedente esiste una eostante Kla 
dipendente da a~ n~ K~, Y2 tale ehe 

2 

DI~OS~K~zio~E. - Per  i lemmi precedent i  u 6 hSlderiana di esponen~e ½ in un 
in te rne  di ogni pun to  di D. Per  eompag¢ezza ~ pub essere r ieoperto da un  numero 
finite di questi  intorni  da eui si ot t iene facilmente la tesi. • 

LEPTA 6. - Per ogni /unzione u~  H~(t~) ~ H~(Q) sussiste la disuguaglianza 

II < G~(mis  ~)1/~]1ZIul]L.(a) 

eve la costante K~4 dipende soltanto d a n  (e non da ~).  

DI~OST~AZlO~E. - In  [9] (pug. 488) 6 s ta te  dimostra to  che 

(23) 

per  ogni ueH~(~) ,  eve 

K14 = 

S e u  e H~(tg) n H~(9) si h~ 

(24) 

[] u [lL~./(,-,)(a~ < Ki t  I] u~ [IL,(a) 

--fu udx< 
Per  la disegu~glianza di Schwartz-H61der risulta 

(25) !i u[is,(a) < (mis 1/~. I 

DM le  (23), (24), (25) si deduce i m m e d i a t a m e n t e  la tesi .  • 
II seguente teorema fornisee un pr imo risul tato di earat tere  locale. 

TEOlCV,~A 7. - Sia b~ e L~(f2) (i-=1, 2, ..., n), e e L ~ ( ~ ) ,  e > 0  q.o. in Q, ] < 0  
q.o. in ~,  u~H2(Q), Z u = ]  q.o. in Q. 

Esiste una eostante K15, dipendente soltanto dai eoeffieienti eli L, tale ehe: per ogni 
insieme aperto eonvesso D eontenuto in ~ ,  la eui frontiera sia /ormata da un numero 
]inito di porzioni di super/iei di elasse C ~, e tale ehe misD•K15, risulti 

essDsn p u ~ max  (0, m~x* u) .  
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D~0S~Az~0~E.  - Dai r isultat i  di TALES~TI ([17] pag. 286) segue che esiste una 
cos~ante positiva K~¢~ dipendente solo d a n  e da a~ tale che 

(26) 

per ogni ueH~(D)ni le(D),  purch~ D sia un sot¢oinsieme di D la cui frontiera sin 
regolare e abbia curvatura  media di segno costantemen¢e non positivo, ore la nor- 
male ~ ~D sin orienta~a verso l 'esterno (sc D ~ convesso gode di ques¢o proprietY). 

Dalle (25), (26) c dal lemma 6 (ore si sostituisca D a d  t~) si ot~iene 

(27) 

(28) 

I[ u= !IL.(D) ~< K14( mis D) lI"n l[ u= [[L,(D) 

, < 1  2 • 2In IluilL,<D)~. KI,(mls D) nllu==lJr,(D) 

per ogni uEH2(D)nHlo(D). Dalle (26), (27), (28) segue 

(29) II~I[~.+) <K~¢[]/II~:+> + ~ IIb~I[L=<D)"K14(mis D)~/~'n'II%:IIL,+) + 
4=1 

+ IIcll~.+)'K~," (mis D) ~/'~'++" ll~ll~:+) • 

Dalla (29) si deduce che ponendo 

I - - n  ~ I 7 - - n l 2 !  E l 5 :  min {[2~bgl4 ~ I, bi]]Lco(D)] , [2,,K~4IIc ]La:(l"2)] 
i=l 

e supponendo mis D ~< K~a, r isulta 

(30) ll~ll~.+) < 2K~]llll~,(~> Vuc HI(D) n H2(D) . 

A questo punto si procede come in [3]; darb soltanto un cenno della dimostra- 

zione per completezz:.. 
Prolunghi~mo le funzioni a~ ~ t u t t o  R ~ ponendole uguali a 6~3/~ fuori di zg. Si~ 

O e Co(R"), O(x)= 0 per Ix] > 1, fO(x)dx= 1. Poniumo, per m~--1, 2, ...: 
R- 

(31) a~(m) (x)= m '~/O(mx --  my) %(y) dy. 

Analogamente,  prolungati  i coefficienti bi~ c a tu t to  R" ponendoli uguali a zero 

fuori di $2, siu 

< 3 2 )  b ) = - 

(33) v(~)(x) ~ m~O(mx ~ my) e(y) dy 
R "  

per i = l , 2 ~ . . . , n  e per r e = l ,  2, .... 
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Sia infine L (~ l 'operatore 

( m )  _~ ~!m) c(m) 

]~ facile verificare che la (30) vale anche per  gli operatori  Z (~), cio~ 

(35) 

per  ogni u e  H*(D) n H~(D). 
Consideriamo i problemi di Dirichlet 

(36) 
{ L~'~)v~)=/ q.o. in D ,  

v (*') - -  u e H~(D) ~ H*(D) (m = ! ,  2 , . . . ) .  

Da]la (35) segue subito che i problemi (36) ammet tono  ttna ed una sola soluzione. 
Inoltre per essi vale il classico prineipio di massimo, essendo i eoeffieienti di L (~) di 
elasse C~(D). Per tanto  si ha (vedi ad esempio [15J) 

(37) m~x v (~) ~< max (0, m~x* u).  

Dalle (35), (36) si ot t iene 

tlv~)tIL=(~) <2K,611lll~=<m (m = :1, 2, ...) 

per tanto  esiste una successione es t ra t t s  dalla {v(~')),~ N che converge debolmente 
in H2(D) ad una fnnzione che, tenuto  conto di quanto precede, coincide con u. Dalla (37) 
si deduce facilmente ehe u( . .max(0,  m~x*u) q.o. in D. • 

I1 risultato che segue ~ dovuto a S E ~ I ~  [16]. 

b / J = c ~ 0  LEhigh 8. - Sia c, bi eL~(D)  ( i =  1, 2, ..., n), ]] ~[i~(9) + [Jc[:L~(~)~ K1, 
i=1 

q.o. in [2, xoe~2, R ~ > 0  tale the S(xo,R~)c[2 e che misS(Xo, R~)< K~5, ore K~5 b la 
costante introdotta nel teorema 7. Sia co(r) una ]unzione de]inita per r > 0 ,  nulla per 
r = 0 ,  continua e non decrescente. Sia ~lL la classe delle ]unzioni u che godono di tutte 
le seguenti propriet~: 

a) u e H~([2). 

b) L u =  0 q.o. in 9 .  

c) lu(x')-u(x'~)I<o~(Ix'-x"l) Vx', x"eS(Xo, R0. 

d) u(x) > 0 Vx e S(xo, RO. 
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Allora esiste una ]unzione q~(t), de/inita per t>~Oi nulla per t~-O, continua e non 
decrescente~ dipendente da a~ n, K~ e dal modulo di continuit~t a)(.)~ tale che 

u(x)<q~[u(xo)] Vxeg(Xo,/~), r u e % .  

DIH0STaAZlO~E. -= Salvo lievi modifiche ~ la stessa di [16] (pag. 305.306) e la 

r ipor to  per  colnpletezza. Non ~ res t r i t t ivo  supporre  ehe il pun to  Xo coincida con 
l 'origine delle coordinate  0 ~ (0, 0, ..., 0). Sia Ri > 0 tale  che S(O, R~) c Y2 e ehe 

Inis S(O, R~) < K ~ ,  ore  K ~  ~ la c0stante  i n t rodo t t a  nel t eo r ema  7. Sia inoltre  u e qL. 
Allora per  il teoreln~ 7 e pe r  il lelnln~ 2 (appl ieat i  ad  S(0, R~)) esiste allneno un  pun to  

e 3S(0, R~) tale  ehe u(~) ---- Inax {u(x) : x e S(0, R~)). Pos to  u(~) ~ h, sia ro -= ro(h)-~ 
---- sup {r: ~o(r) < h/2}. Si verifica ehe to(h) ~ funzione non deerescente di h; r isulta inoltre  

(38) ~h <u(x) 

Se OcS(~,ro), cio~ se ro~R~, dalla (38) segue 

(39) ~h<u(0). 

Vx e S(0, R~) c~ S(~, ro). 

l~insielne / )  cosl definito: 

/ )  = ~ X: (xl --3R1)~ 
[ I~RI 

÷ 2(x~+x~+... +x~) < 1 ,~1 < R~- r~/2R, }. 

Tale D & convesso~ contenuto  in S(O, R~), contiene 0, inol tre  la pa r t e  p iana  della 

f ront ie ra  di D ~ con tenu ta  in S(~, to). 
Definiumo la funzione 

ove ~ ~ un  p a r a m e t r o  posi t ivo pe r  ora a rb i t ra r io  e 

( x ~ -  3RI) ~ 2(x~ ~- x~ -~ ... ~- x~.) 
a s =  1 6 R ~  ~- r~ " 

]~ facile verificare che risult~ v-----0 sull~ pa r te  curva  della f ront iera  di D e 
0 < v < 1 in D e sull~ pa r t e  p i ana  della f ront iera  di 1). Con facili caleoli si deduce 
inol t re  ehe per  x E D r isul ta  

Lv<'<(exp[--°~/4]--exp[--°~])-lexp[--~a2][ ( 1 - x / n - a ) ° t ~  4(K1Rl~ l)°~ ] 
16 R~ n + ro ~ 2v KI . 

I n  caso contrar io occorre procedere  d iversamente  come segue. Considerialno 



250 MAV~Zzzo CHZCC0: _Principio di massimo per soluzioni, eev. 

Di qui si vede che basta scegliere g abbastanza grande per avere 

(40) Z v < 0  in D 

il che supporremo d'ora in avanti .  Ad esempio si pub scegliere per ~ il valore seguente: 

64nR,~(1 + K,  R1) [ K i n  .1½ 

ro (l_V,_a ) + 1 -  

che dipende solo da RI,  K t ,  n, a, ro e4 ~ funzione decrescente di to. Posto w ~ ½hv - -  u, 

osserviamo che dalla {38) e dalle ipotesi fa.tte segue 

(41) w <  0 su ~D. 

Dalla (40) si ha anche ovviamente (essendo Lu  = 0 q.o. in D) 

(42) Lw<.O q.o. in D.  

Allora dulle (41), (42), del teorema 7 e dal lemma 2 segue w <  0 in D, da cui in 
particolare w(0)< 0 cio~ 

(43) ½hv(~, O)< u(O). 

Si pub osservare che v(~, 0) dipende soltanto da ~ c quindi soltanto da R~, K1, 

~, a, to. Inoltre a causa della (39) la (43) vale anche se ro>R~ essendo v(~, 0)<  1. 
Studiamo ora la dipendenza di v(~, 0) d a h  attraverso ro. 
Si ha  intanto 

v(~, O) = (exp [7~/16] --  1)(exp [3~/4] --  1) -~ 

4a cui segue che v(a, 0) @ una funzione monotona decrescente d i a  (per a > 0). 
D'al t ra  parte essendo ~ funzione decrescente di r0, ne segue che v(a, 0) 6 funzione 

crescente di ro = to(h) e quindi funzione non decrescente di h. Detto F(h) il primo 
membro della (43) cio6 

F(h) = ~hv(~, o) 

la funzione F(h) ha le seguenti proprietg: ~ definita per h > 0, posi t iw,  crescente 
con h. Posto allora, per t > 0 :  

~(t) = inf {h: ~(h) >t} 

tale funzione ~ ~ definita per t>0 ,  non decrescente, continua, nulla ne]l'origine. 
Inoltre risulta evidentemente 

~0[~(h)] ~ h Vh > 0.  
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Dall~ (43) segue allora 

h ~- ? IF(h) ]  < ~v[u(0)] Vh > O. 

Torn~ndo Mle veeehie coordinate  e r ieord~ndo 18 definizione di h si h~ infine 

U(X)<~[U(Xo)] VXeS(Xo, R~), VUeCl.~. • 

4 .  - R i s u l t a t i  p r i n e i p a l i .  

TEOI~E~A 9. -- S ia  ~ ~ H~(Y2), b~ ~ L¢~ (r2) (i---- 1, 2 , . . . ,  n), i [I b~ II~(a) -~ K~, Lou---- 0 
4=1 

q.o. in ~ .  Posto tt----essasu p u, se esiste un punto xo ~ D in eui u(xo) = #, aUora u 
eostante in D. 

DII~IOSTI~AZI01~E. -- Pe r  il l e m m a  3 u ~ h61deri~nu in ~9 e quindi  ~ definitu in ogni 

pun to  di r2. Bas t~  evidenCemente far  vedere  che se u ( x o ) ~ #  allor~ ~ ~ costun¢e 
(ed uguMe u #) in un in torno di Xo. 

Consideriamo le funzioni 

(~4) w ~ : # - - u ~ - ~  con 0 <  ~ < 1 ~  ~ cos t~nte .  

O v v i a m e n t e  per  tMi w l o r i  di ~ r isul tu Zo(W,) ---- 0 q.o. in /2 e w~ > 0 in ~9. Siu R 

un  nnm ero  posi t ivo tMe che S(xo, 3R)c~2;  Mlora per  il L e m m u  3 si ha  

(~5) ~(u, ~, S(Xo, ~)) <K~[i/%iig.(~> + ]'~bliL,(~o)J 

ore  K~ dipende dui coefiicienti di Zo, 4~ n e d~ zg. Cib significu che 1~ funzione u 
un i fo rmemen te  cont innu in S(xo,R).  Le funzioni w~ ( 0 <  T <  1)~ in quanto  differi- 

scono du u per  unu cost~nte,  sono unch'esse un i fo rmemen te  cont inue in S(Xo, R) 
con un  modulo di cont inui t~ ind ipendente  d~ T. Alloru per  it L e m m a  8 esiste una  

Iunzione ~(t), defini%u e continu~ per  t>~O, nulla pe r  t----0, monotonu  non decre- 

scente, diloendente solo da  n, a, K~ e dM modulo  di cont inui t~ di u tMe che 

(46) w,(x)<cp[w,(xo)] VxeS(xo ,  R ) ,  V~e (0, 1).  

Poich~ ovv iamen te  ~ w,(xo)----~: dMls (46) segue 

(47) w~(x)-<<?(r) Vx e S(xo, R ) ,  W e  (0, 1).  

Poich~ ~v non dipende da ~, facendo t endere  ~ a zero nella (47) si ot t iene 

- -  ~(X) : 0 Vx ~ S(Xo, R) .  • 
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C01~0LLAI¢IO 10. -- Sia b~ e ~5~(~Q) (i----1, 2, ..., n ) , / e  L~(f2) , /G0 q.o. in ~Q, Lou= ] 
q.o. in ~ .  Posto # = essasu p u, se esiste un punto xo~ ~ tale the essssu p u--~ # per  

ogni s]era ~ eontenuta in ~ e eontenente xo, allora u ~ eostante in ~2. 

DI~0STI~AZI0~E. - Siu S =  S(xo, ro) di rsggio ro t s n t o  piccolo Che si possa ap- 
pl icsre  il ~eorema 7 ucl S(xo, ro). ~ unic~ quindi ed esistc ls sohlzione w del p rob lems  

di Dirichle~ 

L o w = O  q.o. ill ~ ,  

w - - u e  tt~(S) n ~ ( ~ )  . 

Per  il t eorem~ 7, cssendo Lo(u--w)GO q.o. in S e u--wett~o(S),  rislll ts u < w  
q.o. in S e quindi # ~ ess2up u = I I~x* u -~ ess~sup w ---- I ~ X *  w. La flmzione w 

h61dcrisns in S(xo, to) per  il l e m m s  3. Per  il ~eorems 9 o w ~ cosCsn~e (ed ugusle  s #) 
in S oppllre ~ w(x)<  # per  ogni x e S .  Essendo ~ < w  q.o. in S e per  1~ propric¢~ 

del pun to  xo (Celltro di S), ~ l e  seconds al ter l ls t iv~ non si verifics, quindi w ~ co- 
s~sntemenCe uguale  ~ # in S. Poich~ u - - w ~ H ~ ( S ) ,  ne segue che u = #  su 8S ncl 

senso di H~(S). 
Tut to  cib si pub r ipe tere  per  le sfere S(xo, r) con 0 < r < to, pe r t an to  u = # su 

3S(Xo, r) (nel senso di H~(S(Xo,r)), per  ogni r <  %. Cib b~st.~ per  concludcrc chc 
u = #  q.o. in t~ da. cl~i si o~ icne  f~cilmente Is  ~csi. • 

I1 corollsrio che seguc es tende il risul~s¢o precedence sl  csso in cui e >  0 q.o. in ~Q. 

CO~OlmAI~IO 11. - Sia ]~L.,(f2), / G 0  q.o. in ~2, bieZ~(~Q) ( i = l ,  2 , . . . , n ) ,  
ceL~(~Q), e>O q.o. in ~Q, u~H~(Q) ,  Z u = ]  q.o. in ~Q, # = e s s ~ s u p u > 0 .  Se esiste 
u n punto xo ~ f2 tale ehe css~sup u = # per ogni s]era aperta S eontenuta in K2 e con- 
tenente Xo, allora u ~ costante in Q. 

DI~OSTICAZlO~E. -- Sia ro lln numero  posi t ivo cosl piccolo che alla sfera S(xo, to) 
si possa ~pplicsre il t eoremu 7. Sia w la soluzione del p rob l ems  di Dirichlet  

L w =  0 q.o. in ~(xo, ro) 

w - - u e H ~ ( S ( x o ,  ro)) ~ H~(S(Xo, ro)) . 

Tale soluzione ~ unica  ed esiste per  il t eoremu 7; inoltre  essendo Z(u - -w) - -~  ]G  0 

q.o. in S(Xo, r,) risllltu 

(48) u G w  q.o. in S(Xo, ro). 

Iqe segue, come nel corollsrio precedente  

~ eSS  S U p ' U  ~ m ~ x ~  ~-- m ~ x * w  ~ e s s  s u p  w . 
~(~o,~'o) ~s(¢o,ro) ~s(xc,ro) s(xo,ro) 
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La funzione w ~ h614eriana in S(xo, to) per  il l emma 3; dico che w(xo)=/~. Se 
inf~tt i  fosse W(Xo)< #, per  la contin~itg di w potrei  t rovure  un  numero positivo 
r ' <  ro tale che w(x)< # per  xeS(xo ,  r '),  ussurdo per  la (48) e per  l ' ipotesi fa%a 
sa Xo. Cib provu che W(Xo)----#; poich6 # > 0 esiste unu sfera S(xo, r~) (0<  rx<ro) 
tale ehe w(x )>0  in S(Xo, r~). ~ e  segue 

I o w = I w - - c w = - - e w < O  q.o. in S(xo, ra). 

Allora per  il corollario 10, applicato alla funzione w, risul~u w = #  q.o. in S(xo, r~); 
per  1~ continui tg di w in S(Xo, ro) si deduce f~cilmente ehe si pub assnmere r~ = ro. 
A questo pun*o si procede come nel eorollario preeedente :  essendo w --  u ~ H~(S(xo, to)) 
risn]ta u = #  su ~S(Xo, to) nel senso di H~(S(Xo,ro)); potendos i  sostituire ad ro a n  
qualunque r <  to, segne u =  # q.o. in S(xo, r0), da cni 1~ tesi. • 

I1 seguente ~ uno dei prineipali  r isnl tat i  del lavoro, che risponde ad una que- 
stione laseiuta in sospeso in [3]. 

TEOI~]~A 12. - S i a  b~eI,(~2) ( i = 1 , 2 ,  ..., n), c e I ~ ( ~ )  eon s = 2  per n = 3 ,  
s > 2  per n = 4 ,  s = n / 2  per n > 5 ,  sia ]eL~(~2), ess~infe----Co>0, w e H ~ ( ~ ) ,  

(49) 
I u = )  q.o. in ~2, 

u - -  w e t t ~ ( ~ 2 )  c~ t t ~ ( S 2 )  . 

Allora: (i) I1 problema di Dirichlet (49) ammette una ed una sola soluzione u. 

(ii) Se ] < 0 q.o. in ~2 e w < # su ~ nel senso di H~(~2), allora risulta u < # q.o. in ~ .  

DI~OSTI~AZIO:NE. - (i) Si considerino gli operatori  

a= b ,_a # ,  
( m  = 1, 2, . . . )  

ore le funzioni h (~) e (m ( i =  1 , 2 , . . . , n )  sono definite nelle (32), (33). Alloru risult~ 

b(m c(m)EZ~(~) ( i = 1 , 2 ,  ,n ;  m = l ,  2, . . . ) ,  c(m>eo in ~ ,  
i ~ " ' "  

{~1 ,~ o(,,) / lim H bi - -  -~ = 

Per  noti  teoremi  (si veda ad esempio [10], [4]) ne segue 

(50) lim max  {[[M(mv--LvllL,(a): I[v~IIL.(a)<l, veHlo(9) n He(Q)} = 0.  

In  altre parole lu successione di operutori  {M(m)}~ converge ad Z nella topo- 
logia uniforme di E[H2(~) (~ Hol(~); Ls(~)]. 
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Consideriamo i problemi di Dirichlet 

(51) 
{ M(~)u(m)=/ q.o. in ~9, 

u (~ ) -  w ~ H~(~2) ~ H~(tg) (m = 1, 2, ...). 

Tall problemi hanno al pi~ una soluzione, come si deduce facilmentc dal corol- 
lario 11 (si tonga eon~o anche del lemma 2 e del corollario 5). Per la teoria di 
l~iesz-Fredholm i problemi (51) hanno dunque una ed ~ma sola soluzione u (~) (per 
m---- I, 2, ...). 

Cib significa ehe esistono gli operatori inversi [.~(m)]--I da  L2(~¢~) a HI(~(~) ~'~ H2(~¢~) 
(per m = 1, 2, ...). Lo stesso si potrebbe ovviamente ripetere per gli opera~ori M (m)- kI  
purchg k < vo. Ne segue che gli aatovalori  reali degli operatori M (~) sono tu t t i  mag- 
giori o ngua]i ~ co. Per i r isultat i  di [13], [3] gli operatori M (~) ed Z hanno eiasenno 
un autovalore reale di minim~ parte reale. Per tan to  si pub dire che 

(52) ~ ( m )  ~ R e ~  ~ o  ( ~ = 1 , 2 , . . . ;  m = 1 ,  2, ...) , 

c~(m)l ore l ~  s j~  ~ la successione degli a~tovalori di M l~). 
Per la (50) e per noti  teoremi si ha che ogni autovalore 2~ di L b i] limite della 

successione dei corrispondenti autovalori degli operatori M(~): 

(53) 2~= lira 2 m) ( j = 1 ,  2, ...) 
m---> + ¢o  " '~  " 

Dalle (52), (53) si deduce allora 

(54) Re2j~>co ( j = 1 ,  2, ...) 

la qua]e prova che 0 non g u n  autovalore di L e quindi il problema (49) ammet te  una 
ed aria so]a soluzione u. 

(ii) Per la (50) e per la pr ima parte del teorema gli operatori [Mc~)] -1 hanno 
norma l imitata,  da Z~(D) a H~(D) n H~(D), uniformemente  al variare d im .  In  altre 
parole esiste una eostante K~7 indipenden~e d a m  tale ehe risulti 

(55) 

per ogni z e H 2 ( O ) n H ~ ( O )  e per ogni m =  1, 2, ... 
Sia {]~},~eN una suceessione di funzioni tali  the:  ],~E.5~o(O), / ~ < 0  q.o. in D, 

( m - -  1, 2, ) nll-forl ,<o, = 0 
Poichg w < #  su ~D nel senso di Hi(D), per la proposizione 1 ~ anche w < #  su OD 

nel senso di H~(D), quindi esiste una sueeessione di funzioni {w~}ms N tali  che 
w~e C~(~), win< # su OD (m = 1, 2, ...), l im ]]w~--wli=,~m= 0. 

m - - ~ +  oo 
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Consideri~mo i problemi di Diriehlet  

(56) I M(~)z~= fm q.o. in Q ,  

t z~ - -w~eH~(Q)  V~H2(~) ( m =  1, 2, ...). 

Tali problemi ammet tono  una ed una sola soluzione zm per  la pr ima p~rte de1 
presente  teorema.  

D~lla (56) si o t t iene  

(57) M('~)[z~ - w~] = ] ~ -  M(~)w,~ (m = 1, 2i ...) 

e dalle (55), (57) 

(58) ]Iz,~--%,~I]H~(m <K17il/~-- M('~)w~I]L,(~) ( m =  1, 2, ...). 

Per  le (56), (57) e per  il corollario 5 le funzioni z~--w.~ sono hSlderiane in ~ ;  
per il l emma 2 e per il corollario 11 risulta z,~--w~<O in ~ e quindi z ~ < #  in ~.  
Dalla (58), poich~ evidentemente  il secondo membro  b l imitato al variare di m, segue 
l 'esistenza di una  succession% es t ra t ta  dalla (z~}mez¢ ~ debolmente convergente in H~(~) 
ud una  funzione z. 

Dalle (56), (49) si deduce che z =  u, soluzione de1 problema (49). Poich~ zm<# 
( m =  1, 2, ...) in ~ ,  si conclude u < #  q.o. in g2. • 

Sussiste infine la seguente proposizion% che estende leggermente un risulta.to 
noto (veal [8], [3], [15] ...). 

C 0 1 ~ 0 L L A I ~ I 0  13. - Le eonelusioni del teorema preeedente valgono anehe nella ipotesi 
essoinf c = 0 pureh~ per almeno un valore di i (1 < i < n) risulti essainf b~ > -  c~ op- 
pure essasu p b~ < ~- c~. 

DII~OSTICAZIONE. - B~sta far  vedere ehe in queste ipotesi lo zero non ~ un auto- 
valore di L, poich~ il resto della dimostrazione ~ lo stesso che nel teorema precedente.  
Per  fissare le idee supponiamo essainf b ~ > - -  c~, zeH~(~2) n H~(12), Lz-= 0 q.o. in f2: 
dobbiamo concludere che risulta z----0 q.o. in f2. 

Poniamo z = vz~, ove z~ = h - - e x p  [kx~] e h, k sono eostanti  da determinarsi  pifi 
tardi .  Si ha:  

° i i 
i,~=1 i . i = l  i . j = l  

" i 
i = I  i = l  

Dalla definizione di z I segue 

+~aukZ----b~kexp[kx],~-e]v|=O---  q.o. in ~2. 
- ] j \ z~ 
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Ora seegliamo la costant6 k in modo ehe sia a ~ k ~ - - b ~ k > ~ l  q.o. in /2: per  
questo basra  che sia 

ess inf b~ - -  %/(ess inf b~) ~ + 4 ess sap  a~ 

2 ess inf an  

Se l ' ipotesi  fosse s ta ta  

k >  

ess~supb~< + c~, si sarebbe dovuto  prendere  

esssup  b~ + %/(ess sup b~) 2 + 4 e s s sup  au)  

2 ess inf all • " 
~2 

Poi si de te rmina  la costante  h in modo che z~(x)>l  per  ogni x e ~ .  I n  questo 

modo l 'equazione (59) d iventa  del t ipo 

] ~ l v =  0 q.o. in /2 

ove i coefflcienti di L1 socidisfano le ipotesi  4el t eo rema  precedent  e essendo, per  le 
scelte f a t t e  delle eostant i  k ed h: 

\ z~ 

Dal  t e o r e m a  precedente  segue allora v = 0 q.o. in /2 e quindi z -=  0 q.o. in /2. 

Ci6 p rova  che il p rob lema  di Dir iehlet  (49) a m m e t t e  una ed una  sola soluzione. 

Res t a  da far  ve4ere  c h e s e  ] d 0  q.o. in /2, w < M  su ~/2 nel senso di H1(/2), la 

soluzione u del loroblema di Dir iehlet  (49) ~ tale  ehe u < M  q.o. i n / 2 .  Essendosi  pro- 

va to  ehe 0 non ~ un att tovalore de l l 'opera tore  L, si pub procedcre come nella dimo- 
strazione del t eo rema  precedente .  • 

5 .  - A p p e n d i c e .  

LEI~MA 14. - S ia  at > O, v ~  CI(R).  A l lora  

a G 

0 0 

DIMOSTt~AZIOI~E. -- Si~ 0 < e < a~ z = t½v. 
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l~isul t~  ul lor~ 

(60) 

a a 

e e 

~ f~z~t-~at-lz~(a) ÷ ½z2(~) 
8 

du cui  

a 

a a 

v 2 d t ~ 4  v ' - t~dt--2sv2(s)  
8 

P ~ s s a n d o  a l  l i m i t e  p e r  e - ~  0 + si hu 1~ tes t .  [] 
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Colgo l 'occasione per correggere ulcuni errori di s tamp~ in cui sono incorso nel 

mio precedente  lavoro [3]. 

pag. 351 riga 4 dal basso 

pag. 351 riga 3 dal basso 
pag. 354 riga 5 dal basso 
pag. 355 riga 1 dall'alto 

in luogo di 

R n 

debole 
k ~ l  
/~)1 

leggasi 

m~ l v~ (rex - -  my) ai~(y) dy 

.R n 

debole * 
k~>2 
k>~2 


