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Sulle disuguaglianze negli spazi #+r ()

MAURIZIO CHICOO (¥) (**)

SUMMARY., — Some questions oconcerning inequalities on Q2 Jor the functions of
the Sobolev spaces HE.p () are considered.

1. Introduzione.

In vari lavori sulle equazioni differenziali alle derivate parziali
lineari ellittiche del secondo ordine di tipo variazionale (vedi ad
esempio [8], [9]) si considerano le disuguaglianze « nel senso di
HL2(8)».

In altri casi, specialmente per le equazioni ellittiche del secondo
ordine di tipo non variazionale, in cui lo spazio naturale delle
soluzioni & H*%({), si possono considerare disuguaglianze « nel
senso di H*2(2)» (vedi ad esempio [4],[5]). Scopo della presente
‘nota & descrivere aloune proprietd delle disuguaglianze negli spazi
H*#(4). T risultato principale afferma che (sotto opportune ipo-
tesi su §42) le disuguaglianze su £ nel senso di H“? gono
equivalenti a quelle nel senso di H*»(Q) per le funzioni di tale
spazio (teorema 8). Le dimostrazioni seguono in gran parte pro-
cedimenti noti (vedi [1], [7],...) e non utilizzano la nozione di trac-
cia su 4. R

Debbo infine osservare che aleuni risultati (ad esempio il teo-
rema 7) 8i possono dedurre, almeno per qualche valore di k, da un
lavoro di Browder ([3] lemma 9 e lemma 10, pag. 48 e 50).

(* Entrato in redazione il 10-1-1973 .
(**) Lavoro eseguito nell’ambito decl « Centro di Matematica e Fisica Teo-
rioa » del C. N, R, presso )’ Universitd di Genova,
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2. Notazieni ed tpoiesti.

Nel corso del lavoro, salvo avviso contrario, saranno sottointese
le ipotesi seguenti. Sia % un numero naturale e p un numero reale
maggiore di 1. Sia 2 un insieme aperto limitato e connesso di R",
con n = 2. Supponiamo che la frontiera di Q (indicata con 0£) sia
rappresentabile localmente come grafico di una funzione continua
con le derivate fino all’ordine Fk,

Sia H#&? () lo spazio di Banach (sui reali) ottenuto comple-

tando O (2) secondo la norma
k
[| ”H’M’(!))z [ v ”Lp @ + jfl | Dju ”Lp(!))

ove la somma a secondo membro va estesa a tutte le possibili de-
rivate di ordine =k (Dai risultati di [7] segue che eseguendo il

completamento di (> () rispetto alla stessa norma si otterrebbe
lo stesso spazio).
Sia H*2 (£, 60) il sottospazio di H%? (£2) cosl definito:

HE2 (2, 00Q) == completamento in H*2 () di

[v:vE C (), v="0su dq).
Posto

Hy?(9) = conapletamento in H"? di C}(Q)

(ove Ch (£2) indica il sottospazio delle funzioni di (! (2) aventi
supporto compatto in £), dai risultati di [8] si deduce facilmente
che

HYP(Q) = H(Q,00)

Sia we H%?(L), B un sottoinsieme compatto di 2, a una co-
stante reale. ,
Si diee che uw<Ca in B nel senso di H*? () se esiste una

successione {u;);y < CF (2) tale che

U= in B(j=1,2,..) e lijm [| - u; ”H"'?’(Q):o‘

In modo analogo si definisce u = a oppure 4 >a in B nel
sengo di H* 2 (£), ‘ : :
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Dai risultati di [8],[9] si ottiene:

ProOPOSIZIONE, Sia w € HV2(8). Le sequenti condizioni sono
equivalenti ;
(i) u<<0 su §82 nel senso di HLH2(D) e u=0 su 92 nel
senso di HL2(Q): ’

(ii) u € Hy'? (Q).

La stessa equivalenza per le funzioni di H%?(9)(k = 2) risul-
terd dal seguito.

18 quasi superfluo osservare che tutto quanto si dimostrerd per
le disuguaglianze del tipo «u << 0 » si potrebbe ripetere per quelle
del tipo « w << a» oppure «u ==a» (& costante reale).

3. Lemmi preliminari.

LEvMA 1. Sia w€ HE5? (), T una trasformazione di coordinate

definita in wun intorno di Q, invertibile e continua con le derivate
fino allordine k. Sia 2, == T (), u, = u (T™). Allova & u, € H%P (Q)).

DIMOSTRAZIONE : vedi ad esempio [7] teorema I. V). g

OSSYERVAZIONE. Il lemma precedente vale, con identica dimo-
strazione, sostituendo H"* 7 (9, 982) al posto di H*?(4).

LumMMA 2. Sia w€ Hb:2 (), sia B un sottoinsieme compatto di
£ e supponiamo che per ogni punto x € B esista un intorno aperto
A=A (x) tale che u<<0 in A (x)N B nel senso di H*»?(2n A ().

Allora & u << 0 in B nel senso di H* 7 (Q).

DIMOSTRAZIONE : per partizione dell’unitd. Poiché B & compatto

egistono un numero finito » di intorni aperti 4,,4,,.., 4, tali
r

che B '91 A; e per i quali vale la proprietd detta sopra. Sia poi

@ un aperto contenente 2 e poniamo App) = — B,
Allora risulta '

Qc 'ul A;.
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Consideriamo una partizione dell’unitd subordinata al ricoprimento

A, Ay, .y Apyy, ciot delle funzioni o; (¢ =1, 2 ..., r - 1) tali che:
1 —

w €0 (A), 0 <ay<<1(i=1,2,..,7+ 1), T a;=1in Q. Per le

i=1
ipotesi fatte per ogni i=1,2,...,r 41 esiste una successione

(@i, sjer © C¥(Q N 4;) tale che

h?|ht—-%uﬂghpmnAn==&
Inoltre &
@< 0 in B se i<<r (=12 ).
Risulta poi
1 3w |
Zo‘".i-—.-u — ol i — U
‘ il i || 2 BT Zhr @

r4-1
< El o (s i— ) | grw g g apy =

r4+1 k
= 2 2 K() ” % ”H&p(gn,{‘-) ” P U ”H"—S,p(gnA‘.) =

f=1 8=
41k '
gifl s=20 K (s) “ “i“H',p(gnAi) ” P % ‘IH",P(Qn 4)
ove K (s)(s==10,1, ..., %) sono costanti dipendenti solo da s, p, n.

Pertanto dalla (1) segue

r+1
2 o @5, 5 U

i=1

lim
i oo

=03
%P (@)

inoltre per costruzione &
71
2 o5, 0 in B,
=1
da cui la tesi.
Naturalmente risultati analoghi valgono sostituendo alla di-

suguaglianza «u < 0 » 'uguaglianza «u = 0 ». In particolare pren-
dendo B== 0 si ha il

COROLLARIO 3. Sia uw€ H*? () e supponiamo che per ogni punto

% €98 esista un intorno A = A (x) tale che u =10 in §Q2N A (x) nel
senso di H*?(Q2n A (x)).
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Allora & u€ H*? (0, 68).
Il seguente risultato estende in parte la proposizione 1.2 di [8).

LEMMA 4. Sia u€ Hb? (), B un sottoinsieme compatto di Q ed
esista un aperto £* tale che B c Q% ¢ u<< 0 q.0. in Qn 0O
Allora risulta w<< 0 in B nel senso di H* 2 (Q).

DiMOSTRAZIONE. Per il lemma precedente basta far vedere
che per ogni punto x,€ B esiste un intorno (aperto) A (x,) tale che

=<0 in BN A (x,) nel senso di H%»?(2N A (x,). Sia ¢ una fun-
zione tale che

19608°(R”),19(x)=0 per || > 1,0 << <1, [ﬁ(w)dw:—_l.

RT

Dopo aver prolungato la fanzione u ponendola uguale a zero
fuori di @, definiamo le funzioni

@) o () = m» f Smo —my)ul)dy  (m=1,2,..)

o

Per noti teoremi (vedi ad esempio [1], [7],...) per ogni aperto
D tale che D c  risulta

ml—l-[-.i—ooll % — U || gb,p p) = 0. Pertanto se x,€ B, x,¢ 3L,

si pud scegliere A (x,) c 2N 2* ed essendo

mliril_wn U = Uy HH,,,p(A @y =0 Um <0 in A (x) per la (2)

si conclude che w=C0 in 4 (x,) nel senso di H*? (4 (xy)).

Sia ora x,€ BN procediamo allora come in [1],[7] (teo-
rema 2, I).

Per le ipotesi fatte su §{2 si pud affermare qnanto segue: esi-
stono un vettore y € B* ed un intorno opportuno A4 (x,) tale che sia

3) E4tyeQn %, Me(0,1),  ME€IQn A(x)

Sia ¢ un numero positivo arbitrario e sia 0 <lr < 1.
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Poniamo
A, = (x:0=2§-1ty, £€000 A (x),r/2 <t <1},
A= (wio=E-+ty, E€0Q20N A (@), 0Tt r/2),

(4) v (r) (@) = u (@ + ry/2)

B chiaro che x€ A, se e solo se x -+ ry/2€4,.

Per note proprietd delle funzioni sommabili esiste un numero
ro > 0 dipendente da ¢, u, y, £ tale che per ogni » con 0 <r» <7
rigulti

(B) | w—v(r) ”Hkvp(A,'.) <e

Poiché A, c £*n Q, per la parte gid dimostrata del lemma
egiste una funzione ¢ € 0 (!5), =<0 in A,, tale che

(6) o — @ ko ay <&
Posto
(M @ () (®) = @ (® + ry/2) M€ Ar,

dalle (4), (6), (7) segue
(8) o) —o@) “H’M?(A;) = || % —¢ ”Hk'P(A,.)
e dalle (5) (8) infine

(9) flw—o @ |lgeo (4n < 2a.

Per Varbitrarietd di & cid prova che u < 0 in A, nel senso di
H*2(A))., Quindi %<0 nel senso di H*? in un intorno di ogni
punto di B, e per il lemma precedente v < 0 in B mnel senso di
HE2 (D). 3

COROLLARIO 5. Sta u € H%:2 (), u << 0 g.0. in Q. Allora risulta
%<0 su 082 nel senso di H* 7 (£)
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COROLLARIO 6. Sia w€ H%*2(2)n ¢° (D). Allora w<<0 su 98
nel gsenso di H% 2 () se e solo se u (%) << O per ogni v € 44,

DIMOSTRAZIONE. (i) 4 <C 0 su 58 nel senso di H%?(Q)implica
uw(x)<< 0 per ogni x €38, Per assurdo supponiamo che esista un

punto wE YR tale che u (E) > 0. Allora per la supposta continuita

di % in Q esiste tutto un intorno sferico § = {x:|x — x| <} tale
che w(®w)=>¢ per ogni x€42NS ove &¢ & una costante positiva
opportuna.

Poiché 0L & sufficientemente regolare, la capacita rispetto
ad £ equivale alla capacitd ordinaria (vedi [6]) e inoltre risulta
cap (8 N o2 > 0.

Basta infatti osservare che la capacita di una superficie (n — 1)-
dimensionale sferica o piana & positiva e che £ pud essere local-
mente messa in corrispondenza regolare con una porzione di su-
perficie sferica.

Pertanto si avrebbe che la funzione u @ strettamente positiva
in un sottoinsieme di 92 avente capacita positiva, mentre per i
rigsultati di [6], essendo u<C 0 su 952 nel senso di (H*7(£) ed in
particolare di) H®? (), deve essere u<C0 su 8 q.0. nel senso
della capacita : assurdo.

(#) u (x) << 0 per ogni x € 982 implica u << 0 su 92 nel senso
di Hb?(9).

Per ogni ¢ > 0, essendo u € 0°(£), esiste un numero é > 0 tale

che sia u (x) << s per ogni x € Qs, ove

0 = {x:xcfd, dist (v, §2) < d}.

Dal lemma 4 segue allora che w=<Z¢ su 942 nel senso di H*? (£2),
e dallarbitrarietd di ¢ si ha la tesi.H®

4. Risultati principali.
TrOREMA 7. H%?(Q,00Q) = H* 2 (2)n HY? (Q).

DivosrrAzIONE., Per quanto gia visto nel paragrafo 2, basta
supporre k > 2.

Inoltre Vinclusione H*? (2, 9@)c H"? (2)n Hy'* (2) d evidente,
quindi basta dimostrare che H™? (2)n H'?(Q) = H*? (9, 49).
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Sia dunque w€ H"? ()N H)'? (2) e facciamo vedere che ne segue
w€Hb? (Q,00)

Per il corollario 3 basta dimostrare che per ogni z, € 942 esiste
un intorno (aperto) A (z,) tale che w==10 su 082 N A (x,) nel senso
di Ho? (20 A ()

Per il lemma 1 e per le ipotesi fatte su 882 si puo supporre
che 80 coincida, in vicinanza del punto ;, con Viperpiano {x:® €
€R™, x, = 0.

Posto

S‘={w:wER",|w——w0|<t}, S?’:S;n{w:mn>0},

gia R un numero positivo tale che 902N 8y C (@ ay = 0}.

Per quanto visto sopra bastera dimostrare che u =0 su
Sz N {# : , = 0] nel senso ai H*?(8%).

Sia ¢ una funzione tale che

€05 (Ser)y p=1 in 8g;
poiché
we H*?(Q)n Hy'? (2)

ne segue
ou€ H*? (83) N H"? (830).

Esiste pertanto una successione

{wilic v € 0°(87%)
tale che
lim — QU == 0,
; | w;— @ HHk.p (S{'}e’

Oonsideriamo i problemi di Dirichlet

dw;= Ay in Sz,
(10)
w;==0 su a83% .

Le funzioni w;, soluzioni di (10), per noti risultati (vedi ad esempio [%]
teor. 15.1 tenendo presenti le proprietd degli spazi H*7, vedi {7
appartengono a o~ (Sj}e); inoltre esiste una costante K indipendente
da 4 tale che

(11) || w0 Hﬂkm (S&)S K || Ay “Hk, Py (t=1,2,..)
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La (11) mostra che la successione {w;jcy & limitata in ‘H"vP(S;};,),
pertanto ammette un’estratta debolmente convergente in H"? (S;}e)
ad una funzione wu, . ‘

Tale funzione u, 8i pud ottenere, per un noto teorema di Ba-
nach, anche come limite forte in H"'P(S;}g) di una successione di
opportune medie convesse delle funzioni w;(j ==1,2..).

Ne segue che u, €H ke (S;}g, 8;8’5%). Allora passando al limite
per j— -+ co nella (10) si ottiene

du, = A (pu) in Sy,
(12)
uy € H"? (8, 087%),

ed essendo gu € H™? (8} n H? (8) se ne deduce

Ay — pu)y=10 in S;i}g,
(13)
u, — pu€ H22 (85 n Hy'? (83

Poiché per noti risultati il problema di Dirichlet (13) ammette
solo la soluzione nulla, s8i conclude che gu = u,, da cui gpu =20 su

83z nel senso di H"’p(Si’ig) ed in particolare, essendo ¢ =1 in Sg,
u=0 su SgN(;x, =0] nel senso di H"? (S%). &

TEOREMA 8. Sia w € H%? (), u <0 su d£2 nel senso di H1L» (Q),
Allora risulta v << 0 su 952 nel senso di H*» (),

DiMoSTRAZIONE. Anche in questo caso & sufficiente supporre
k=2
Sia w la soluzioue del problema di Dirichlet

dw = dw in 0,
(14) o
we Ha2 ()N Hy'? ().

La soluzione w esiste ed © unica; per i risultati di [2] e per
il teorema precedente & anche w € H* 7 (Q, 30). Ne segue che ¥ — w €
EH ? (), d(u —w) =10, v —w=<<0 su 32 nel senso di H1.»(Q),
Verifichiamo che cio implica 4 — w =<0 q.o0. in Q.

Sia [g;}jex una successione di funzioni di €= (£) tali che g;<< 0
su 092 (j=1,2,..) e

(15) jli:l_l “gj‘—-(u,——'w) HHI,,,(Q):O.
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Siano poi 2;(j=1,2,..) le soluzioni dei problemi di Dirichlet

(j=1,2,..)

{ AZ]' =0 in Q,
(16) %

25— gj=10 su 3

Per il classico principio di massimo & #;=<< 0 in Qperj=1,2 ...
Inoltre risulta

17) P f (25 — 9j)a; Vo Ao =
fmz} A
= — 2‘1 f(gj)x‘. Vg A = 3 | (0 — W — Gjly Vg dx
= =1,
per ogni v€ 05 (). Essendo

n

=z f (W — W — Gj)o; Vo AT

j=al

(18) < | (w—w — gk |z, @ | 2 |z,

ove q = p/(p — 1) dalle (15), (17), (18) segue che

n
(19) lim 3 | (25— g7l v dw =0

joroo d=l |

per ogni fvEH(,l‘q(Q) e quindi in particolare per ogni ve Hy42)n
H?%4(Q). La (19) & equivalente alla

lim 2 f(z,-—g,)Avdw.—:O
0

j— oo i=1
per ogni veE HI(2)n H>1(2), la quale a sua volta equivale alla

(20) im [—grie=0 WeL@)

§—>+ oo
2

poiché il problema di Dirichlet

Adv=Ff ¢.o0.in O

eHIT(Q)nH" Q)

ammette una ed una sola soluzione per ogni f€ Ly (£).
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Cid prova che la successione {2; — ¢;};ex converge debolmente
a zero in I, (£2); poiché [g;ljc v converge a w —w in H"?(Q) e
<0 in Q (j=1, 2, ...), si conclude che {z;}; v converge ad u — w
debolmente in L, (£2) e quindi # — w << 0 q. 0, in Q

Per il corollario 5 ne segue u — w << 0 su 842 nel senso di
H*:?(0), ed essendo we H%?(Q, 00) si conclude che u <0 su
4£2 nel senso di H*»?(Q). @

OssprvaziONE., L’ipotesi che la frontiera di Q sia di classe
C* si & assunta in tutto il lavoro per comoditd, ma alcuni risultati
valgono anche in ipotesi minori. Ad esempio per il lemma 4, come
& chiaro dalla dimostrazione, & sufficiente che 402 goda della « pro-
prietd del segmento » (vedi [1] pag. 11).

Per il corollario 6 basterebbe supporre ad esempio a.Q local-
mente lipschitziana. 11 problema di ridurre al minimo le ipotesi su
883 negli altri enunciati per quanto mi risulta & aperto




12 Maurizio Chicoo
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