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Comportamento asintotico degli autovalori
degli operatori ellittici
del secondo erdine di tipo variazionale.

MAvRrIzio CHIcco (Genova) (*)

Summary. - I study the asymplotic behaviour of the eigenvalues of the
Dirichlet problem for linear second order elliptic partial differential
equations in divergence form with discontinucus coefficients. Such a
behaviowr is compared with that of the Laplace equation.

1. — Introduzione.

La letteratura sul comportamento asintotico degli autovalori
del problema di Dirichlet per equazioni ellittiche ¢ molto vasta,
a partire dai classici lavori di WEYL {2] e CARLEMAN [6] fino ai piu
recenti di AeMoN [1], [2], BEALS [3], [4] e CLARK [10] ai qualirimando
per ulteriore bibliografia. Questi autori hanno provato tra I’altro
che gli autovalori di una vasta classe di equazioni ellittiche del se-
condo ordine hanno lo stesso comportamento asintotico di quelli
delP’equazione di Laplace.

Scopo del presente lavoro & estendere in parte tale risultato alle
equazioni ellittiche del secondo ordine, di tipo variazionale, a coef-
ficienti discontinui e non autoaggiunte (studiate da STAMPACCHIA
in [18]), le quali in generale non rientrano nelle classi di equazioni
considerate dagli autori suddetti. La dimostrazione si fa combinando
opportunamente tecniche e risultati di Stampacchia, Beals, Agmon.
I dati al contorno nel presente lavoro sono quelli di Dirichlet (solu-
zione nulla sulla frontiera).

Ringrazio il dott. MArco Dortro il quale ha studiato tali pro-
blemi nella sua tesi di laurea e ha dato qualche contributo alla ste-
sura del presente lavoro.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del « Centro di studio per la matema-
tica e fisica teorica» del C.N.R., Genova.
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2, — Notazioni ed ipotesi.

Nel corso del presente lavoro si faranno sempre le seguenti ipo-
tosi, senza esplicita menzione. Sia {2 un insieme aperto e limitato
di R», siano a; e L,(Q), b,€ L,(2), d:€ L,(Q), (4,j=1,2,..,n),

n

¢€ Lnp(), 3 ast:t,>v[t]* per ogni te B* e ¢.0. in £, con v co-
=1

stante positiva. Poniamo

O3 Vayt 2, (D3 U 4= du05,) + cuv} de .
i=1
2

s

i

Siano H(Q) ed Hy(R) gli spazi di Hilbert (sui complessi) ottenuti
completando rispettivamente C'(2) e C3(£2) (a valori complessi)
secondo la norma generata dal prodotto scalare

n
(44, ©)m0) :fu@dw + > | toBride
=1
b o

Indichiamo con L I'operatore definito da

(1) a(u, v) :f(Lu)q;dm, Voe HY(Q) .
2

Tale operatore ha dominio D(L) denso in L,(£) e rango contenuto
in L,(f). Per le ipotesi fatte e per i risultati di[18] lo spettro del
problema di Dirichlet per Poperatore L & discreto e numerabile;
possiamo quindi indicare gli autovalori di L con {A;}iew, OVE |A] <
<ol <ee

T immediato verificare che se k & un qualunque numero reale,
Poperatore L + kI ha come autovalori la successione {4+ k}iew
la quale ha evidentemente lo stesso comportamento asintotico
di {A3}ien-

Risulta inoltre

alt, v) -+ k(, v) 0= f (L + kD)ubde, VoeHYQ).
0

Per noti risultati (vedi[18] teorema 3.2) se &k & abbastanza grande
la forma bilineare a(u, v) -+ k(w, v)p o) © coercitiva su o), ciod
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esiste una costante positiva ¢, tale che
o\ 2 1
Re a,(z, Z) =+ k(z, z)Lg(Q)>00”z”H%(Q) » szHO(.Q) .
Da quanto precede risulta che non & restrittivo supporre la forma
bilineare a(-,-) essa stessa coercitiva su H(£2), poiché in caso con-

trario basta sostituire ad essa la forma bilineare af.,.) - E(ey )z
e all’operatore I Voperatore L - kI. Sia dunque senz’altro

@ Rea(z, 9> eellium, Ve HYQ).

In questo caso, sempre per i risultati di[18], esiste Poperatore G
inverso di L:

a{Gw, v) :fw@dw , VoeHyD).
2
@ ha dominio L,(2) e rango R(G)= D(L) contenuto in H(Q). Gli
autovalori di G sono i reciproci degli autovalori di L
(3) (@) =247, VjeN.

I numeri earatteristici dell’operatore G si definiscono nel modo se-
guente (vedi[12] pag. 1089), per ogni je N:

Q) = inf  sup {|Go|

P15 PaseesPi-1€Lp(£2)

@ 9 € Ly(8),
lolzia <1, (@, e =0, L<i<j—1}.

Indichiamo con 7' Poperatore inverso delloperatore di Laplace:
& operatore definito in IL,(£2) tale che

3
> Tw)oT,de = |uvde VoeHLRQ).
z=19
Sia @, la restrizione dell’operatore G ad H}(2); in altre parole G,
¢ quell’operatore definito in Hy(2) a valori in R(G,) c HXQ) tale
che Gyu = Gu per ogni ue HL (D).

Analogamente sia T, la restrizione di T ad H(£):

To: Hy(2) — R(T) c Hy(2)

tale che Tou= Tu per ogni we Hy(R).
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Sia infine

S: Hy(Q2) — Hy(£2)

P’operatore lineare tale che

a(Su, v) 221 UV Vu, ve Hy(82) .
2

1o facile verificare che risulta G,= 87,. Infatti si ha, per ogni
we Hy(Q):

(4) (G, v) =fu6dw YVoe Hy(Q2)
2
B) f i (g 1), 00 =fu5dw Vo e Hy($2)
=1
2 2

e applicando la definizione di S:

(6) (ST, u, v) =f 3 (Tu)duds Vo HYD).

2

Per la coercivitd, della forma bilineare a(.,.) dalle (4), (5), (6) segue
facilmente 87,u = G,u e per Darbitrarietd di « si ha DPasserto.

3. — Lemmi preliminari.

In questo paragrafo si dard una valutazione asintotica dei nu-
meri caratteristici di alcuni operatori.

LEMMA 1. — Gli operatori G, e T, sono completamente continui
in Hy(£).

DIMOSTRAZIONE. ~ Basta limitarsi a considerare @,, essendo
analogo il caso di T,. Data una successione {u}cy limitata in Hi2),
essendo immersione di HY(Q) in L,(Q) completamente continua,
esiste una successione {uley, estratta da {uz}rey, che converge
in L,(£2). Risulta peraltro, per la coercivitd della forma bilineare
@ (.,.) e per noti teoremi di Sobolev:

|Gt — Qo | ey < (Efeo) (miis Q)1 iy, — 1, [ 1,009
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essendo K, una costante dipendente solo da ». Cid prova che la
successione {Gyu}ey ¢ di Cauchy, e quindi convergente, in Hy(£2).

LemMA 2. — Risulta
wi(Go) = 0(j~*")  per j— + oo.

DimosTRAZIONE. — Indicando con | 8] la norma dell’operatore S,
per noti risultati (vedi ad esempio [3], [12]) risulta

(7) Ma‘(Go):MJ(ST0)<”S”,U:'(TO) (i=1,2,...).
Pertanto la tesi risultera provata non appena si dimostri che
(8) pi(To) = O(j=")  per j— + oco.

Essendo loperatore T, autoaggiunto, i suoi numeri caratteristici
coincidono con i suoi autovalori (vedi ad esempio [3]): si ha cioé:

(9) pi(To) = A;(T) (i=1,2,..).

Inoltre gli autovalori dell’operatore 7, sono evidentemente gli
stessi delloperatore T, essendo R(T)c Hi(£2). Per noti teoremi
(vedi ad esempio [11], [20]) risulta pertanto

(10) 25(To) = A(T) == O(j*")  per j— + oo.

Dalle (9), (10) si ha la (8) e quindi la (7) risulta provata.
Sia ora N(t) il numero degli autovalori di I (tenendo conto della
molteplicitd) che non supera f, cioé

(11) Ni#)= 3 1.

1451t

Richiamiamo a tale proposito alcuni risultati noti.

LeMMA 3. — Sia o un numero veale. Condizione necessaria ¢ suf-
ficiente affinché

NO)<Kt*, Yi>0

by

¢ che

(GIE)*<|Al, VieN.
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DIMOSTRAZIONE (vedi [4] pag. 703). — Lia condizione & necessaria:

j< N(A)<EA®  perj=1,2,..,
da cui subito

(?./K)II“<M¢| y j:1727'-~°
La condizione & sufficiente:
N(t) = max{j: || <t} <max{j: (j/k)V" <} <KI".

LEMMA 4. — Sia A un operatore completamente continuo e suppo-
niamo che per um numero Positivo P sia

pid)=0(j*), per j——+oo.
Allora se Voperatore A ha un numero infinito di autovalori si ha
A(A4)=0(j"), perj—>-+co.

DIMOSTRAZIONE (vedi[13] pag. 41).

4. — Risultati principali.
Possiamo ora enunciare il principale risultato del presente lavoro.

TEOREMA 1. — Detto N() il numero definito dalle (11), risulia
N(@) = 0{*?), per t— + co.
DIMOSTRAZIONE, — Dal Lemma 2 si ha
pi(Go) = O(j*/")  per j— -+ oco.
Dal Lemma 4 segue allora
2i(Go) = O(j~*"), per j—> -+ oo.

Ma gli autovalori di G,, come subito si verifica, coincidono con gli
autovalori di G, essendo R(G)c Hy(£). :
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Si ha pure pertanto
(12) A (@)= 0(j*), per j—+ oco.

Come si ¢ gia osservato, gli autovalori di L sono i reciproci degli
autovalori di @, quindi dall’ultima uguaglianza scritta si ottiene

A= 0(j*M), per j— + oo,
cioé esiste una costante positiva K, tale che
<K, (=1,2,...).
Dal Lemma 3 segue infine
N@)<EKMPme,  Viso0.

Nel caso autoaggiunto il risultato precedente si pud precisare
come segue.

TEOREMA 2. — Oltre alle ipotesi elencate nel paragrafo 2, suppo-
namo che a;;=a;;, b;=d; q.0. in Q (4,j=1,2,...,n).
Allora risulte
Aj~gin, per j— 4 oo
e quindi
N({t)~t2, per t—> 4 oco.
DimosTrRAZIONE. — Nelle ipotesi dette, Poperatore L definito

nella (1) & autoaggiunto. Per noti risultati (vedi ad esempio [11],
[13], [14]) risulta allora

2,= sup inf {au, u): we HYQ), |u]rm =1,
neH Q)

Isisimt (%, gidrygam =0, 1<i<j—1}.
Poicheé la forma bilineare a (.,.) & limitata e coercitiva su H(£), si ha
aollu]ina<alu, ) <Olu|bye, VYuecHYQ),

essendo ¢,, 0y costanti positive. Di qui, essendo

Afd) = sup inf {|u,]},0): we HYQ), |u]pm =1,
i,

(4y 9312 = 0, 1<7:<j_1}’




8 MAURIZIO CHICCO

segue subito

(13) K ()< <K, A4y, (G=1,2,..).
Poichd per noti risulbati ([11],[20]) &

(14) A(d)~ g2, per j—> 4 00,

dalle (13), (14) si ha la tesi.

5. — Osservazione,

1 risultati precedenti si possono in parte estendere ad alcune
classi di equazioni lineari ellittiche del secondo ordine in forma non
variazionale. Si considerano gli operatori ellittici della forma

n n
Mu=— Y Githoz, -+ 2 biths, + 0%
i=1

4i=1

e la classe di funzioni in cui si cerca la soluzione del problema di
Dirichlet & questa volta lo spazio H2(Q) N H(L2). H¥(2) si definisce

come lo spazio ottenuto completando C*(L) secondo la norma

[l = oo+ 3 e

I2aperto Q & supposto limitato in R* e dotato di frontiera rappre-
sentabile localmente con una funzione di clagse €2 Sui coefficienti
dell’operatore M si fanno le stesse ipotesi degli omonimi coefficienti
della forma bilineare a(.,.) indicate nel paragrafo 2, e inoltre le se-
guenti: a,=a;, (i, j=1,2,...,n) quasi ovunque in £, e valga
una (almeno) delle condizioni

i) “i:‘EOO(Q—)y (4 §=1,2,...,m);
il) a,;e HA(Q), (1,§=1,2,...,1);

n 2/ 2 -1
Zaii)(Zafj) >n—1.

iii) ess inf(
i=1 4i=1

Q

In ciascuno dei casi i), ii), iii) si dimostra che lo spettro del problema

Mu -+ Au=0 0. in 2
(15) { y d ;

we HY(Q) N HyQ)
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¢ discreto e numerabile (vedi ad esempio [9] per i), [16] per ii)
e [19], [8] per iii)).

Sia N(¢) il numero degli autovalori (tenendo conto della, molte-
plicita) del problema (15) il eui modulo non supera ¢; allora risulta,
in ciascuno dei casi i), ii), iii):

N@)= 0@*?), vpert— -+ co.

Bagta osservare, per la dimogtrazione, che 'operatore M1 (inverso
di M) porta L,(Q) in HQ) N HY{O).

Tenendo allora presenti il teorema 4.1 e il lemma 4.2 di[3] si
ha la tesi.
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