
Sulle equazioni ell i t t iche del secondo ordine 

a coefficienti continui.  

MAITRIZ~O CeiICCO (Genova) (*) (**) 

Summary.  - I t  is considered a linear second order uniformly elliptic partial  differential 
eq~ation~ where coefficients of second derivatives are supposed uniformly continuous a~,d 
the other ones belong to suitable Lp classes. I proce some ~'esult ~:bout existence and 
uniqueness of the solution of the Dirichlet problem in the space H~[~) N Hlo(Q). 

1 . -  Introduzione.  

Si consideri l 'operatore ellittico 

ore i eoefficienti a~] sono uni formemente  continui nel l 'aper to  ~2 e gli altri 
coefficienti  appartengono ad opportune classi Lp(t2). Vari autori (vedi ad 
esempio [1], [8], [10]) hanno studiato maggiorazioni del tipo 

(2) 

valida per ogni funzione u nulla sulla frontiera di ~ e dotata di derivate 
seeonde (generalizzate) di quadrato sommabile in ~ .  La eostante K1 dipende 
da t2 e dai coefficienti di (i). ~on  mi risulta tuttavia c h e l a  disuguaglianza 
(2) sia finora stata sfrut tata per risolvere il seguente problema di DIRICI~ILET: 
assegnata eomunque una funzione feL2(~), stabiIire l 'esistenza di una fun- 
zione u, dotata di derivate seconde (generalizzate) di quadrato sommabile in 
~2 e tale che 

I L u - - f  q.o. in ~t, 
(3) 

I u = 0  su S~2. 

(*} Lavoro  esegaito ne lFambi to  del centro di r icerca di matematiea  e fisica teorica de] 
Consiglio Nazionale  delle Rieerche presso l ' U n i v e r s i t ~  di Genova.  

(**) En t r a t a  in  Redazione il  !3 set tembre 1970. 
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Nel p resea te  lavoro d imost ro  che, sotto oppor tune  ipotesi  sul coef f ic iente  
c di L, iI p rob lema  (3) ammet t e  una  ed una sola soluzione.  

2. - R o t a z i o n i  ed i p o t e s i .  

Salvo avviso cont rar io  nel segui to  si f a ranno  sempre  le seguent i  ipotesi.  
Sin ~2 un ins ieme aper to  l imitato  di R", con n _ ~ 2 .  Suppon iamo  c h e l a  fron- 
t ie ra  di ~ sin r app re sen tab i l e  loca lmente  come graf ico di una  funzione  
dota ta  di de r iva te  seconde  cont inue.  Siano HL,~2) ed H~/~2) gli spazi o t tenut i  
comple~ando r i spe t t i vamen te  C~(~) e C~(~2) seeondo la no rma  

n 

In  H~(~) uua  norton equ iva len ie  6 la s e g u e n t e :  

t 

Sia H2(g~) lo spaaio o t tenuto  eomple taudo  C2(FZ) seeondo ta norton 

Pon iamo  

{t u it-'(.) = I} u iL{ ) + 
i, j ~ l  

n .t 
2 }=2" u ~ . = {  "2 u~.j 

i, ]=1  

e osserv iamo the  in H2(P. )OH~(~)  le quantit/~ [[u~n~(n) e Huxx[]L,(a) sono 
norme  equ iva len t i  (vedi ad esempio  [i4] pag. 288). S iano pot a~j~C°(~) ,  

Y. a~]t~tj ~ v ~' t ]2, v cos tan te  posit iva,  a,j = aj~ (i, j - -  1, 2, ..., n), b~Lp(gl)  
i, j ~ l  

( / - - 1 ,  2, ..., n) e o n p >  2 se n-- -2 ,  p - - n  se n ~ 3 ;  ceLq(~2) con q - - 2  se 
2 _.< n < 3, q ~> 2 s e n  - -  4, q - -  n/2 se n _ ~  5. Sia  inf ine L l 'opm'a tore  def in i te  
nel la  (1). 

3. - R i s u l t a t i .  

L~MMA 1. - << 8iano a~ (i, j = t, 2, ..., n) costaati tali 
~ v t t l  2 e sin 

o ~2 a 
= -  _ Lo 

~he ~ o a~ jt~tj 
L ]=I 
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Allora esistono due costanti positive K2 e ko, d ipendent i  da v, ~ e dai 
coeffioienti b~ (i = I, 2, ..., n), e di Lo tall che r isul t i  

II u~  I]L~(~) --</(2[ I] (Lo + kI)u  []L,(n) + l[ u [IL~(~)] 

per ogni u e H'~(g~) N H~o(~2) ed uni formemenle  per ogni k ~ ),o >>. 

DIMOSTRAZIONE. - Per  [ l l ]  pag. 169-183 sussiste  una  d i suguagl ianza  del 
tipo 

(4) 

val ida  per  ogni u e H2(~2) (5 H~(Ft) e con K3 d ipenden te  da ~t e dai  coeff ic ient i  
di Lo. Risul ta  poi, per  le stesse funzioni  u :  

(5) 

I" 
2 2 2 / 1t (Lo + / )u  I1~=(~) = [t Lou Ik(~ + ~2 ll u 11~(~) + 2~ (Lo~)Ud~ 

J 

2 2 / ° 
- -  [[ Lou [iL,ta) "+" )J II u [iL.4a) + 2k ( _ v. 

3 i, y~l 

n 
0 

a~juz~+u + Z bm~u + cu 2 } dx. 

Per  le ipotesi fat te  e per le fo rmule  di GREE~ si ha 

(6) j -~ o f °  o - -  a~ju~v udx  = N a~ju~u~]dx ~ v 1I ux 
~, j ~ l  i, j ~ l  

~t t2 

e inoltre  note d i suguagl ianze  (vedi ad esempio [7] t eo rema  5.1) impl icano 
che per  ogni a > 0 r isul t i  

(7) Y, / b~u~ud+ 2 2 

2 2 
(8) c u 2 d x  <- ~ t1 ux tlL~(~) + Ks 11 u IIL~(~), 

ft  

ore  le eostant i  K~, Ks d ipendono da s e dai  eoeff ie ient i  bs ( i - - 1 ,  2 . . . .  , n), 
c. Allora  seelto s = ,+/4 e posto ) . o -  2(K4 + Ks) dalle (5), ..., (8) segue che 
se ). ~ ~.o r i su l ta  

(9) ]1 Los [[L,ta) "< [I (Lo + )~I)u I]L~ta), ~ u s H2(~2 ) N H~tg2). 

Dalle  [4) e (9) ~ i m m e d i a t a  la tesi, c.v.d. 
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LEMI~IA 2. - << Esistono dt~e eostanli positive ),o e h~ dipendenti dai coefi 
ficienti di L, d a n  e da gt, lali che risulti  

(1o) II u= liLt(e) --< I(6[tl (L @ )~I)u I1L_~(a) + I] u llL:(n)] 

per ogni u ~ H2(~) ('~ H~(~) e uniformemenle per ogni )~ ~ ko >~ 

DIMOSTRAZIONE.- Basra r ipetere  parola per  parola quella di [11] pag. 
190-193, osservando che quando si trovano disuguag | ianze  di tipo (4) in sot- 
toinsiemi di t2 di diametro piccolo per operatori  a coe[ficienti costanti che 
appross imano L, tali disuguaglianze va |gono un i fo rmemente  per  ) ~ o  come 
si b visto nel l emma precedente.  

Pe r  convenienza del lettore la dimostrazione dettagliata b r iportata  in 
appendice.  

TEOREMA 1. - <~Esistono due costanti positive K7 e ~.* dipendenti dai 
eoefficienti di L, d a n  e da ~2~ tall ehe risulti  

][ u~ IlLume) --< Kr [I (L q- ),I iu IIL.~(a) 

per ogni u e H2(~) (-~ H~(~) e uniformemente per ogni )~ ~_ k* ~>. 

D I M O S T R A Z I O N E .  - Siano a~ ° ed Lo definiti  come nel lemma 1; poniamo 

n 0 (11) M - - n m a x  ~ ImJ--a~J l .  
f~ i, ]~i 

L'opera to re  Lo pub scriversi  anche in forma variazionale (vedi [12]); per  
la teoria di tali equazioni svolta da G. SVAMPA0CmA ([13] teorema 3.2) esi- 
stono costanti  positive Co, c~ tali che risulti  

(12) f 2 2 

1 per  ogni u e H2(~)(5 Ho(~2). Ne segue 

f 2 ,2 
(13) (Lou or ),uludx ~ c~ [l u~ I[L~(n)@ ( k -  co)[] u []L~(a) 

Ft 

per ogni uEH2(~2) • H~o(gt) o per ogni )~ >Co,  da cui subito 

(14) 1 u [IL~(~) ~ ()" - -  Co) -1 [[ (Lo + kI)u tlJ-~tn)" 
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Dal la  (11) si o t t iene 

(15) 

per  ogni u e H : ( ~ )  ~ H~(gt). Util izziamo ora le (10), t14), (15) osservando che 
le cos tant i  K6 e co non d ipendono  da k. Pe r  ogni u ~ H Z ( ~ t ) ~  H~o(~) e per  
ogni X ~> max  (Co, ~o) si ha:  

~16) <_ K6[fI(L + ~I)u [l~(a) + IX - -  Co) -~ l] (Lo + ~I)u [[z~(~o] --< 

<_ K6[ [I (L + XI)u [l~(n) + (X - -  Co) -~  ]] (L + kI)u [1~(~) + M() ,  - -  Co) -~  I] u ~  []~<~3]. 

A questo  punto sia k * = - m a x  (ko, 2MK6 + Co). Allora dal la  (16) segue  

(17~ 1] u~, liL.~(a) < 2K611 + [k - -  Co) -~] [1 (L + XI)u []~(~) 

val ida  per  ogni u e H2(gt )N H~(~t) ed un i fo rmemen te  per  ogni X ~ k*, c.v.d. 

CO~OLLARIO 1. - (<Sia ~ * ,  c ~ O  quasi ovu~Tque in ~ ,  f eL2(~) ,  
1 

f ~ O  quasi ovu~que in ll, u e H 2 ( ~ )  (~ Ho(gt), (L + ~I)u = f in ~. Allora 
risul la u ~ 0 quasi ovunque in ~ >>. 

DIMOSTRAZIO~E: si t rova ne l l ' append ice .  

TEOREMA 2. - << Sia ess i n f  c ~ O. Allora il problema di Diriehlet 

(19) 
I L u  = f q.o. in  12, 

/ u + H2Ca) n H~(a) 

ammelte una  ed una  sola soluzione comunque si assegui [ in L2(~). Se per 
almeno un  valore di i (1 <_i-< n) ~ b~eL~(~) ,  il risultato vale anche se 

ess i n f  e --  0 7>. 

DIMOSTRAZIO~E.- Sia X ~  k*, o re  ~* ~ def ini to  nel  t eo rema  1. Al lora  
esis te  P o p e r a t o r e  inverso di L - { - k L  e sia Gx, che por ta  L2(~) in H2(Ft)NH~o(~). 
Poich~ G~ b u n  opera tore  compat to ,  il suo spet t ro  ~ discre to  e n u m e r a b i l e ;  
ind icando  con {),j/ieN la. success ione  degli  au tova lor i  di L e con {gJlJe ~ 
que l la  degli  au tovalor i  di G~, r i su l ta  

1 
(20) t tJ--  ) . j +  X' j e i -V  
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per ogni k ~  k*. Inoltre, per il eorollario precedente, a l l 'operatore G)~ si pub 
applicare il teorema 6.1 di [9] in quanto G~ lascia invariante il eono delle 
funzioni positive di L2't2). Usando un procedimento gia utilizza{o in [3], [4] 
si trova ehe esiste un autovalore ~t~ di G~ reale e di modulo massimo tra 
tutti gli autovalori di G): 

(21) I ~Jl -< ~ I~j autovalore di Gx. 

Dalla (20) segue che esiste 

di L k~-- 1--k~t~ tale ehe 

in corrispondenza di ~ l 'autovalore (reale) 

kj autovalore di L. 

]~ chiaro quindi che la tesi sarh provata non appena si dimostri che 

k~ > 0. A questo seopo eonsideriamo una successione a !~)~j e C~(~) (m- -  1, 2, ...) 
tale che 

n 

(23} lim max E [a~j--a[} °),l_-O 

e sia 

, , J=,  
C. 

Siano poi G[ ~) gli operatori inversi di L(m)+ kI, cer tamenie  esistenti per 
k ~ k*. Dalla (23) seguo 

(25) l im I1 <L - -  L(m))u lILacs) = 0 

1 
ore il limite 6 uniforme per u e H2(D) A Ho(~2), II u~l]~..(~) ~ 1. 

Cib implica c h e l a  successione di operatori {GIy ) },,e~ converge a G~. 
nella metr ica uniforme di ;[Ld~2); H2(~2)(~ H~(~2)]. 

Per  il lemma a pag. 1091 di [6] risulta allora 

(26) lim ~-0 __ t*J 

uni[ormemente  per j ~ N, ore 
G(~ "q. In particolare 

da cui subito 

{ ~t~ m) }iEN ~ la sueeessione degli autovalori di 

lim ~t~ m ) -  ~1 
n7 --> -~-(X~ 

(27) lim k~ "~) -- k~ 
m--~--~- GO 
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ove ),~,o ~ l ' a u t o v a l o r e  di m in ima  par te  rea le  di L ("), ciob 

_ 1 - " )  

Osserviamo a questo punto  che l ' ope ra to re  L("~) si pub scr ivere anche  in 
forma var iaz ionale  e si possono qu indi  appl icare  ad esso i r i su l ta t i  di [13] 
e [2]. 

In  par t icolare  essendosi  supposto c ~ k  q,o. in £t con k cos tante  posit iva,  

da  [13] teorenm 3.8 segue the  ),~'~) ~ k  per  ogni m --  1, 2 . . . . .  Dal la  (27) si 
o t t iene qu ind i  

(28) l~ > k > 0. 

Pe r t an to  0 non ~ un  autovalore  di L e il p roblema (19) ammet te  una  
ed una  sola soluzione, 

Res ta  da provare  che se b~eLodY~) per a lmeno un valore di i, il r i su l ta to  
vero anche  se ess inf c - - 0 .  A questo scopo bas ta  ut i l izzare un ar t i f ic io  

di PICAm) come in [5] pag. 322, Riporto  la d imost raz ione  per  convenienza  
del lettore.  

Sia  u ~ H2(t2) A H~o(gt), Lu  = 0 q.o. 
c iamo vedere  che u - - 0  q.o. in ~2. 

Poniamo u = z v  con z---- C - - e , ~ ;  
f issare  pifi tardi .  

Si ha :  

in ~2, ess inf  c----O, b~eLoo(F~); fac- 

le quantit/~ ~t e C sono costant i  da 

n n rt 

L u - " -  ~ a~jzx~3V-- ~ a~jv~jz-- 2 ~, a~Tz.iv.]- ~ 
i ,  ] = t  i ,  ] = 1  i ,  ] : 1  

r~ n 

"4" Z b~z~v -f- Z b~vx~z -6 czv = 0 
i~l i = l  

q.o. in D 

e per le posizioni fat te  

~29) 

E CI;jV~.~j "3 i -  
i, j ~ l  i--1 i~1 

-6 \(a~2ee~-~bx~e~"l" ) c v - - 0  q.o. in Ft. 

Si scelgono ora le costant i  C e p, in modo t h e  z > l  in E~ e 

essain f ( all~2el'~l z b]~te~ ~ -- + c ) > 0 .  

Allora l 'equaz~one (29) d iven ta  de1 tipo 

annati di Matematica 17 
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L v = 0  q.o. in gt 

ore i coefficienti soddisfano alle ipotesi necessarie per applicare la prima 
parte del teorema. Ne segue v ---: 0 q.o. in gt e quindi u = 0 q.o. in Ft. Percib 
di nuovo 0 non ~ un autovalore di L e il problema (19) ammette una ed 
una sola soluzione, c.v.d. 

COnOLLAmO 2. - ~<Siano soddisfalte le ipolesi del teorema precedenle. 
Allora esiste una  coslante K8 indipendenle da u tale che 

(,) l] u~ IL(,) <- Ko l Lu L(,) 

per ogni ueHZtt2)V)H~(~) .  Se inoltre ~ L u ~ O  q.o. in ~ ,  ne segue u ~ O  
q.o in gt ~. 

DIMOSTRAZIO~E. - La disuguaglianza (.) segue subito dal fatto che, per 
il teorema precedente, lo zero non ~ un autovalore di L e quindi esiste 

l' operatore L -~ (inverso di L) limitato da L2t2) ad H2(gt) (h H~o(Ft). 
L ' u l t i m a  affermazione si deduce nel modo seguente:  detti L("~) gli opera- 

tori definiti  nella dimostrazione del teorema precedente, sfimo u(,O le solu- 
zioni dei problemi di DIRIC]tLE~ 

(30) 
I LO~)u(~)-- L u  q.o. in ~ ;  

[ u ('~) e H~(a) n Ho~(a). 

Per neff teoremi (vedi ad esempio [2]) se g Lu ~ 0  quasi ovunque in 
risulta n(,O ~_ 0 quasi ovunque in l~. 

Per  le (25), (30) si ottiene facilmente 

da cui la tesi, c.v.d. 

lim I1 u(") --  u liLt(n) =- 0 
m - - ~  

4. - A p p e n d i e e .  

D I M O S T R A Z I O N E  DEL :LEMMA 2.  - Per la supposta uniforme continuith in 
t2 dei coefficienti a~j, per ogni ~ :>0  ~ possibile determinare un numero 
R >  0 e dei punti xl ,  x2, ..., xqe ~ tati che, posto 

S(y, r ) = t x : I x - - y ~ < r  } 

risulti  
q 

(31) ~ t ~  U S(xL, R), 
l ~ l  



Mhu~Izlo Cmcco:  Sutle equazioni eltittiche del secondo ordine, ecc. 131 

n 

(32) max  max X 
l<.I~q x~.S(xl, 2 R )  i , j= l  

o0  Siano poi %, ~:,  ..., % funzioni  tali che:  ~ Co (S(x~, 2R)), 0 < ~ _< 1, 
~ = - 1  in S(x~, R ) ( p e r  l - - l ,  2 . . . .  , q). 

]~ chiaro a l lora  che ¢~ueHZ(t2 (5 S(x~, 2R)) (3 H~(t2 (3 8(x~, 2R)) per  ogni 
u e H~(n) (3 H~(n). 

Posto 

per  la (9) r i su l ta  

(33) 

L(oO .= _ v a ~ j ( x 3 - -  + E bi c 

t] L~°(~ m) tlL, t~) < ll (L(o~) + ),I )(¢~u) l[L~(a) 

per  ogni u ~/:/2(~) N H~(~) e per  ogni )~ > ko ( r icordiamo che )~o d ipende  solo 
dai coeff ic ient i  b~, c). Pe r  noti t eoremi  (vedi ad esempio I l l ]  l emma  8.1) si ha 

/34) II -< K9 [l/L(o°('~ u) [IL~(~) + ~ ~ u  I]~(a) } (l = l, 2, ..., q). 

La  cos tante  K9 d ipende  solo da bz, c, v, 
quind i  non d ipende  da l, q, s, R. 

P e r  le (33), (34) si o t t i ene :  

n e dal le  cu rva tu re  di ~gt e 

(35) ' U 

per  ogni ), ~ ~0. Dalle (32), (35) segue 

F iss iamo era  e - - ( 2 n K 9 ) - 1 ;  in tal mode  res tano de te rmina t i  
q. La  (36) forn isce  

(37) 

anche  R e 

A questo punto  un  faci le  calcolo most ra  che 

(38) [I (L + )~I)(~u)ilL~(a ) _< I/(L + ) , I ) u  llL,(a) + K(l)[i[ u~ II~(a) + II u iI~a)]- 

La  costante  K(l) dipende  da ~o~ e dai coeff ic ient i  di L;  poniamo 

(39) Klo = m a x  K(l). 
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0sserviamo inoltre che, per la scelta delle funzioni cox, b: 

(40) ( l - - 1 ,  2, ..., q), 

q 

l = l  

eve la costante KI~ dipende dal 
seeonde) delle funzioni ~ .  

Dalle (37), ..., (41) segue 

massimo modulo delle derivate (prime e 

(42) l u I~(a) < 2qKg(K~o + I i~ + 1)[1{ u~lL~(n) + {l u ll~(n) -{-il (L + XI)u IIL~(n)]. 

Infine utilizzando la nora disuguaglianza 

~ > 0  

e 1~ (42) si ottiene la (10), valida per ogni 1 ~ t o  e per ogni u e H 2 ~ > N  
1 

A Ho(~2), c.v.d. 

Drl~OS~I~.AZIONE I)EL COROLLARIO 1. - S i  considerino gli operatori L("O 
definiti  nelle (23), (24). Sia u('~) la soluzione, per m - - 1 ,  2, ..., e per X ~ X*, 
del problema di DIRIOI~L~ 

(43) 
{ (L0,0 -}- XI)u ('~) = f q.o. in gt, 

u ('° ~ H2(~t> N H~(n). 

Per  le ipotesi fatte e per i risultati  di [2], [13] tale soluzione u(~) esiste 
ed b unica, ed inoltre risulta 

(44) u(~) ~ 0 in g~, per m ~-1, 2, .... 

Applicando il teorema 1 al i 'operatore  L(~) si trova 

u(.~) (45) {l -< II f L ( . )  (,n = 1, 2, ...> 

ed b facile verif icare (rivedendo le dimostrazioni prceedenti) ehe la costante 
K12 pub essere scetta indipendente d a m .  

D~lla (45) segue ehe una sueeessione estratta dalla u(") converge debol- 
mente ad una funzione v che per le (43) 6 soluzione della equazione 
( L + X I ) v - ' f .  Per  il teorema 1 b u----v e per la (44) si ottiene u ~ 0  q.o. 
in i2, c.v.d. 
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