Sulle equazioni ellittiche del secondo ordine
a coefficienti continui.

Maurizio Cricco {Genova) (¥} (¥9

Summary. - It is considered a linear second order uniformly elliptic partial differential
equation, where coefficients of second derivatives are supposed uniformly continuous and
the other ones belong fo suitable L, classes. I prove some result about existence and
uniqueness of the solution of the Dirichlet problem in the space H?*Q)n H!\(Q).

1. - Introduzione.
Si consideri I’ operatore ellittico

(1) L=— 3 ay-o 4+ 352 4o
- - i ’Sxi

i) jeeel du:0%; i

ove i coefficienti a;; sono uniformemente continui nell’aperto Q e gli altri
coefficienti appartengono ad opportune classi L,(Q). Vari autori (vedi ad
esempio [1], [8], [10]) hanno studiato maggiorazioni del tipo

@ 116 |y < K[| Lt ey -+ [ % o)

valida per ogni funzione w nulla sulla frontiera di Q e dotata di derivate
seconde (generalizzate) di quadrato sommabile in Q. La costante K, dipende
da O e dai coefficienti di (1). Non mi risulta tuttavia che la disnguaglianza
(2) sia finora stata sfruttata per risolvere il seguente problema di DIRICHLET :
assegnata comunque una funzione fe& Ly(Q), stabilire !’ esistenza di una fan-
zione u, dotata di derivate seconde (generalizzate) di quadrato sommabile in
Q e tale che
S Lu={f q..in Q,
(3)
( u==0 su 9Q.

(*) Liavoro eseguifo nell’ambito del centro di ricerca di matematica e fisica teorics del
Consiglio Nazionale delle Ricerche presso I’ Universith di Genova.
(**) Entrata in Redazione il 13 settembre 1970.
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Nel presente lavoro dimostro che, softo opportune ipotesi sul coefficiente
¢ di L, il problema (3) ammette una ed una sola soluzione.

2. - Notazioni ed ipotesi.

Salvo avviso contrario nel seguito si faranno sempre le seguenti ipotesi.
Sia Q un insieme aperto limitato di E", con 2 =2. Supponiamo che la fron-
tiera di Q sia rappresentabile localmente come grafico di una funzione
dotata di derivate seconde continue. Siano H“ Q) ed HyQ) gli spazi oftenuti
completando rispettivamente C(Q) e Co(Q) secondo la norma

[l = [ ety + 5 {28, sy
In HyQ) una norma equivalente & la seguente :

n

1
[l =1{ 2 o fican
Sia H%Q) lo spazio ottenuto completando C% Q) secondo la norma

Lot lerscay = [ o8 ooy + : ,%1 | thas; ooty -

Poniamo
4
U = | W |®

i

Tobde

1

e osserviamo che in H(Q) N HoQ) le quantith [ufma) € |Uu i@ sono
norme equivalenti (vedi ad esempio [14] pag. 288). Siano poi a; e C%Q),

T aitif; =v |t v costante positiva, a; = a; (4, j=1, 2, ..., n), b€ L (Q)
, jm=l

(i=1,2, .., mjeconp>2se n=2 p=mnse n=3; ce L(Q) con g=2 se
2<n=<3 ¢g>2se n=4, ¢g=n/2 se n=D5. Sia infine L I’operatore definito
nella (1).

3. - Risultati.

Levmma 1, - « Siano a?; (G, j=1, 2, ..., n) costanti tali che Z} a;?jtit,-z
=v|t|? e sia =

2

P 4 c.

L= £ a2y B0,
"ax,-ax,- il '

i, j=1
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Allora esistono due costanti positive K. e Ao, dipendenti da v, Q e dai
coefficienti b; (i =1, 2, ..., n), ¢ di Ly tali che risulli

[t sy < K[| (Lo 4 At oy 4 || % [ron]

per ogni we H'(Q) N HyQ) ed uniformemente per ogni » = ko ».

DiMOSTRAZIONE. - Per [11] pag. 169-183 sussiste una disuguaglianza del
tipo

) | s ey = K[| Lot ) + | % [eie]

valida per ogni ue HXQ) N HoQ) e con K; dipendente da Q e dai coefficienti
di Lo. Risulta poi, per le stesse funzioni u:
o WD oy = Bt o + 2 Dl + 22 [ (Lods =
a

(5)
= | Lou “%'2(9) - A7 ||u|1§2(m + 22 f [ — 5 a?,uxixju 4~ s biu.u 4 cu® | dz.

i y==1 i=1
Q

Per le ipotesi fatte e per le formule di GREEN si ha
(6) — f b agjméxjud&: = f z agu,xiuxjdx2 v % ey s
i, j=1 i, j=1
a a

e inoltre note disuguaglianze (vedi ad esempio [¢] teorema 5.1) implicano
che per ogni ¢ > 0 risulti

fbiuxiudx

0

(8) l f cu’dzx
"]

ove le costanti K,, K; dipendono da e e dai coefficienti b; (i =1, 2, ..., n),
¢. Allora scelto ¢ = v/4 e posto A, = 2(Ks + Ks) dalle (B), ..., (8) segue che
se A == A, risulta

(7) 4§1 =€ " U uig(g)) + Kl H u “izm) ’

< et ey + K| % [y,

9 | Lot ey < | (Lo + At |y, N we H(Q) N HoQ).

Dalle 4) o (9) & immediata la tesi, c.v.d.
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LumMa 2. - «Esistono due costanti positive %o ¢ Ks dipendenti dai coef-
ficienti di L, da n e da Q, tali che risulti

(10) [ e oy < Kol (L 4 AL ju

L) + | )]

per ogni uwe HQ) O Hy(Q) e uniformemente per ogni == »

DiMoSTRAZIONE. ~ Basta ripetere parola per parola quella di [11] pag.
190-193, osservando che quando si trovano disuguaglianze di tipo (4) in sot-
toinsiemi di O di diametro piccolo per operatori a coefficienti costanti che
approssimano L, tali disuguaglianze valgono uniformemente per 3 =2, come
si & visto nel lemma precedente.

Per convenienza del lettore la dimostrazione dettagliata e riportata in
appendice.

TrOREMA 1. - « Hsistono due costanti posilive K: e 1* dipendenti dai
coefficienti di L, da n e da Q, tali che risulti

[ o ey < K& (L 4 M 0 [y

per ogni uwe H(Q) N HoQ) e uniformemente per ogni ). = X* ».

. 0 rosys .
DIMOSTRAZIONE. ~ Siano a;; ed L, definiti come nel lemma 1; poniamo

(11) M = n max En‘, !Otij—a?j].

q b=t

I’ operatore L, pud scriversi anche in forma variazionale (vedi [12]); per
la teoria di tali equazioni svolta da G. Stampaccnia ([13] feorema 3.2) esi-
stono costanti positive ¢y, ¢, tali che risulti

(12) f Lo = ] s finy — o | gy

1Y

per ogni we H(Q) N HyQ). Ne segue

(13) f(Lou + Jwudr = ¢ | u. ||ig(m 4+ (A —c¢o) | u Eiis(ﬂ)
193

per ogni ue HZ(.Q) N Hﬁ(ﬂ) e per ogni X >> ¢, da cui subito

(14) ol = O — co)™ [ (Lo + Aot 10y
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Dalla (11) si ottiene
(15) | Lot — Lt oy < M | thes [0y

per ogni we H(Q) N HyQ). Utilizziamo ora le (10), (14), (15) osservando che
le costanti K; e ¢o non dipendono da A. Per ogni ueHz(Q) ﬂHé(Q) e per
ogni A > max (co, Ao) si ha:

| ey < Kol [ (L 4 2yt ey + | # ey} <
(16) < K (L + ADu o0 + (2 — o™ | (Lo + A1 |ryey] <
< K [(L + M u e + 2 — coy™ | (L =4 2 u ooy + MO — €o) 7 | s 100

A questo punto sia A* = max (Ao, 2MKs + ¢o). Allora dalla (16) segue
(17) ot ey = 2Kl + (2 — co) (L 4 M)t ey

valida per ogni ue€ H*Q) N Ho(Q) ed uniformemente per ogni i =1¥ ec.v.d.

COROLLARIO 1. - «8Sia A=2* ¢=0 quasi ovunque in Q, fe L),
=0 quasi ovungque in uwe HQ) N HyQ), (L+Du=7f in Q. Allora
risulta w =0 quasi ovunque in Q».

DiMosTRAZIONE: 8i trova nell’ appendice.

TEOREMA 2. - «Sia ess inf ¢ > 0. Allova il problema di Dirichlet
Q

l Lu={f qo.in Q,
(19) 2, 1
| we HYQ) N HiQ)

ammette una ed una sola soluzione comunque si assegni [ in Ly). Se per
almeno un valore di ¢ (1 <i=<n) é b;e Ly(Q), il risultato vale anche se

ess M’Lf ¢ = 0».
n

DIMOSTRAZIONE. — Sia A =A% ove A* & definito nel teorema 1. Allora
esiste 1’operatore inverso di L4 A, e sia G;, che porta Ly(Q) in HQ)NHy Q).
Poiché G, & un operatore compatto, il suo spettro & discreto e numerabile;
indicando con {2;},en Ja successione degli autovalori di L e con {;ljen
quella degli antovalori di @,, risulta

1
(20) W =

jeN
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per ogni A = A* Inoltre, per il corollario precedente, all’operatore &, si pud
applicare il teorema 6.1 di [9] in quanto G; lascia invariante il cono delle
funzioni positive di Ly’Q). Usando un procedimento gia utilizzato in (3], [4]
8i trova che esiste un autovalore p, di @, reale e di modulo massimo tra
tutti gli autovalori di Gy:

@n "y = m % p; autovalore di Gj.

Dalla (20) segue che esiste in corrispondenza di p, l’autovalore (reale)
G L= 2= talo che

L3

(22, Re , =1 3 A; autovalore di L.

E chiaro quindi che la tesi sard provata non appena si dimostri che

X1 > 0. A questo scopo consideriamo una successione ag-”) eCxQ)(m=1,2,..)
tale che

(23) lim max 2 |a;—af” =0
mestoo g hj=1

e sia

24 L TP

: ™= — Aij" i— =+ C.

(=2 =l aﬁ"iaxj_l_ i—1  ox; +

Siano poi G gli operatori inversi di L™ 4 I, certamente esistenti per
A= A*. Dalla (23) segue

(25) lim (L — L™ |0 =0
m—s—4-20
ove il limite & uniforme per ue H’(Q) N HyQ), | % Iy < 1.
Cid implica che la successione di operatori { Ggf"J lnev converge a @,
nella metrica uniforme di {[LyQ); B Q) N HyQ))
Per il lemma a pag. 1091 di [6] risulta allora
(26) lim p{™” =y

m—3-4-00

uniformemente per je N, ove |p™ liev ® la successione degli autovalori di
G, In particolare ¢

lim pgm) =

m—>—+00
da cui subito

(27) lim 2™ =),

m—s-}-co
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ove A & Vautovalore di minima parte reale di L™, ciod

s L= "
1 - Pgm)

Osserviamo a questo punto che 1’operatore L(™ si pud scrivere anche in
forma variazionale e si possono quindi applicare ad esso i risultati di [13]
e [2].

In particolare essendesi supposto ¢ =% q.o. in Q0 con & costante positiva,
da [13] teorema 3.8 segue che WY =>Fk per ogni m=1, 2, ... Dalla (27) si
ottiene quindi

(28) M=k >0

Pertanto 0 non & un autovalore di L e il problema (19) ammette una
ed una sola soluzione.
Resta da provare che se b;€ Lo (Q) per almeno un valore di ¢, il risultato

& vero anche se essinf ¢ =0. A questo scopo basta utilizzare un artificio
Q

di PicarD come in [B] pag. 322, Riporto la dimostrazione per convenienza
del lettore.

Sia we H'(Q) N HoQ), Lu =0 q.o. in Q, essinf ¢ =0, byeLy(Q); fac-
ciamo vedere che u =0 q.0. in Q. o

Poniamo # = 2v con # = C—ebn; le guantith p e C sono costanti da
figsare piu tardi.

Si ha:
n n n
Lu=-— T 0@ — T 0 — 2 T Gi@:0s +
i, jeml i, j=1 3, j=1
n n
+ T bep+ X bvgtcev=0 g.0. in Q
1=1 i=1

e per le posizioni fatte

2 x n n
( p:l* Y an -+ .Z bi) vy,

i=1 i=1

P L o
1y Jums
(29)

- (a“‘““ze*‘x} - bupern

+ c) vi =0 g.0. in Q.

Si scelgono ora le costanti ¢ e p in modo che 2>1 in Q e
(a“*“e‘“‘* = bipett o) > 0.

ess inf

Iy) 2

Allora I’ equazione (29) diventa del tipo

Anngli di Matematica 17
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Ly =20 q.0. in Q

ove i coefficienti soddisfano alle ipotesi necessarie per applicare la prima
parte del teorema. Ne segue v = 0 q.0. in Q e quindi % =0 q.0. in Q. Percid
di nuovo O non & un autovalore di L e il problema (19) ammette una ed
una sola soluzione, c.v.d.

CoroLLARIO 2. - «Siano soddisfaite le ipolesi del feorema precedente,
Allora esiste una costante Ky indipendenie da u tale che

{*) G s t}iz(ﬂ) = K H Lu ULE(Q)

per ogni we H Q) N Ho(Q). Se inoltre ¢ Lu=0 g.o. in Q, ne seqgue u=>0
q.0. in Q>».

DimostrAaZIONE. - La disuguaglianza (+) segue subito dal fatto che, per
il teorema precedente, lo zero non & un autovalore di L e quindi esiste
I’ operatore L™ (inverso di L) limitato da L,'Q) ad H* Q) N HQ).

I/ ultima affermazione si deduce nel modo seguente: defti L gli opera-
tori definiti nella dimostrazione del teorema precedente, siano u( le solu-
zioni dei problemi di DIRICHLET

{ Lyt = Lu  g.0. in ;
(30)
| w e B N HYq).

Per noti teoremi (vedi ad esempio [2])) se & Lu=0 quasi ovunque in Q
rigsulta ut™ =0 quasi ovunque in Q.
Per le (25), (30) si ottiene facilmente

lim ™ — i = 0
[ e of

da cui la tesi, c.v.d.

4. - Appendice.

DiMOSTRAZIONE DEL LEMMA 2. - Per la supposta uniforme continuitd in
 dei coefficienti a;;, per ogni & >0 & possibile determinare un numero
R >0 e dei punti @, 2, ..., z,€ O tali che, posto

Sy, ri=laiz—y <r]
risulti
(31) Qc LqJ Sz, R),
fmen]
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n

(32) max max Y |a;@) — olw)] < e
I<l=<tq x@S(%;, 2R) i, j=1

Siano poi ¢i, 92, .., ¢, funzioni tali che: g€ C3(Sx, 2R)), 0 < ¢, < 1,
¢=11in S, RB) (per I =1, 2, ..., ¢

B chiaro allora che que HY(Q M S, 2R) N HyQ N Sz, 2R)) per ogni
ue H\Q) N HqlQ).

Posto
Lg) = — }E aw{xﬂﬁ..}.. é b.i +c
him1 T dxdzy | o o
per la (9) risulta
(33) | L(gl)(ﬂ?zu) Iy < | (L(()l) + AL X@u) |0

per ogni ue€ H(Q) N HoQ) e per ogni =1, (ricordiamo che %, dipende solo
dai coefficienti b;, ¢;. Per noti teoremi (vedi ad esempio [11] lemma 8.1) si ha

(34) | ot [y < Ko || LEC) [ragny + | 9 ey ) =12 .., q.

La costante Ko dipende solo da &;, ¢, v, n e dalle curvature di 2Q e

quindi non dipende da [, ¢, ¢, R.
Per le (33), (54) si oftiene:

(85) Lot sy < Ko (] (L6 + A )(et) ey + | 9 ey |
per ogni A = i,. Dalle (32), (35) segue
(36) | ot sy < Ko {1 (L + A p) ey + || Pt [y + e | 9t sy | -

Fissiamo ora e = (2nKy)*; in tal modo resiano determinati anche R e
q. La (36) fornisce

(37) [ et Jaagny < 2Ko { | (L 4+ X)) gy + | 90t ot } -

A questo punto un facile calcolo meostra che

38) (LA Do) ey = [(L A0 ooy + KO s feey + | % e
La costante K(I) dipende da ¢, e dai coefficienti di L; poniamo

(39) Km — maXx K(l).

1=l<g
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Osserviamo inoltre che, per la scelta delle funzioni ¢, 8&:
<40) ll Piu “L2(Q) = “u”Lz(Q) (= 1; 21 ey Q)

(4h) Jlaar = 5 It Yooy + Kl 2 ey + [ 2 o]

o

ove la costante K; dipende dal massimo modulo delle derivate (prime e
seconde) delle funzioni ¢,.
Dalle (37), ..., (41) segue

42) |l < 2¢Ko(Kio 4 Ku 4 D[]t ey + 1 8 iy + [ (L 4 2wt [rg0))

Infine ufilizzando la nota disuguaglianza

[ % ey = 1% ey + C) | 4 ey >0

e la (42) si ottiene la (10), valida per ogni X=X, e per ogni ue H* Q) N
N HyQ), e.v.d.

DIMOSTRAZIONE DEL COROLLARIO 1. - Si considerino gli operatori L™
definiti nelle (23), (24). Sia u(™ la soluzione, per m =1, 2, .., e per A= 1%,
del problema di DIRICHLET '

(L™ 4 Awu™ = f g.0. in Q,
(43) (m) 2 1

u™e HY Q) N HyQ).
Per le ipotesi fafte e per i risultati di [2], [13] tale soluzione u(™ esiste
ed & unieca, ed inoltre risulta

(44) u™ =0 in Q, per m =1, 2, ...
Applicando il teorema 1 all’operatore L{™ si trova
(45) [ oo < Kae | £y (m=1, 2 ..)

ed & facile verificare (rivedendo le dimostrazioni precedenti) che la costante
K,; pud essere scelta indipendente da m.

Dalla (43) segue che una successione estratta dalla u( converge debol-
mente ad una funzione v che per le (43) & soluzione della equazione
(L + *xIw =f. Per il teorema 1 & u =v e per la (44) si ottiene u =0 q.o.
in Q, c.v.d.
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(5]

[6]
[7]

(8]

[13]

(14]
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