Equazioni ellittiche del secondo ordine
di tipo Cordes con termini di ordine inferiore.

Mavurizio Cuicco (Genova) (¥} (*%)

Summary. - I study the spectrum of linear second order elliptic partial differentiat equations
of Cordes type with lower order lerms.

Introduzione.

Recentemente alcuni autori {CORDES [6], TALENTI [12], CAMPANATO [2]) hanno
studiato le equazioni ellittiche del tipo

2 aij%xixj == f

i, jzxl

ove sui coefficienti a; non si fanno ipotesi di regolarith, ma si suppone che
gli autovalori della forma quadratica associata sono abbastanza vieini tra
loro. Scopo del presente lavoro & studiare un’equazione dello stesso tipo con-
tenente perd anche i termini di ordine inferiore. Aftraverso una opportuna
maggiorazione a priori della soluzione si ottiene una localizzazione dello spet-
tro da cui seguono subifo teoremi di esistenza e unicitd.

Notazioni e ipotesi.

Nel segnito si faranno sempre le seguenti ipotesi, senza esplicita menzio-
ne. Sia @ un insieme aperto e limitato di R* (n = 2) dotato di fromtiera 2Q
di classe C*. Sia H>%Q) lo spazio ottenuto completando C=(Q) rispetto alla
norma

n

ot ey = | 4 oy + ;—1_111 Uiy (1)

Sia A>4Q, 9Q) lo spazio ottennto completando C¥Q) N {f:f=0 su Q|

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca matematica del Con-
siglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Entrata in Bedazione il 26 ottobre 1969.
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rispetto alla norma

lole 0 om =1 2 Ju, . 2.0y 12

i, =1

~,

L §

In H>%Q, 32) le norme
Indichiamo con L I’operatore

o) © || ¢ s 0y sono equivalenti.

L""-—— g a_.___a..z__.._i_ % b__?__.l.c,
o i,;l 7 durda - o )

Sui coefficienti di L si fanno le ipotesi seguenti: a; € Ly(®) con la nor-

malizzazione T au(z) =1 in Q (non restrittiva e supposta soltanto per como-

f=1

dita); oy =a; (4, f=1, 2, ..., n). Posto poi

ac(x}: " 1 —
% a(z)

,j==1

supponiamo che essy inf «(z) >#n — 1, per modo che, se diciamo %k == essy

sup [n — a(z)]'?, risulta 0 <<k << 1. Osserviamo che le ipotesi fatte implicano

la positivith della forma quadratica X ayfit; (vedi [12]). Per gli altri coefficienti
i, =1

supponiamo che sia b; € L,(Q) i =1, 2, ..., n), ce L,(Q) ove p, ¢ sono scelti

in modo che valgano le disuguaglianze di SOBOLEV seguenti:

I E: 1 befroy < Ko | u ey, ot oy < Ko |4 e oy

per ogni u € H>*Q, 3Q). In queste ipotesi 1’operatore L porta H*%Q, 2Q) in
L;(?). Conveniamo infine per brevitd di omettere le espressioni del tipo « quasi
ovanque » per le funzioni di L,(Q) o «nel senso di H*>*Q)» per le funzioni
di questo spazio. Ad esempio colla notazione « f < 0 in & » intenderemo che:
se fe L), f & limite in Ly(€} di fonzioni continue e non positive in Q; se

fe H»*Q), f & limite in H>*}Q) di funzioni di classe 0*(Q) e non positive in €.
E noto il seguente risultato di TaLENTI, fondamentale per il seguito:
LeMMa 1. - Sia H la curvatura media di 32 (la normale & orientata
verso U esterno). Allora risulta

o, g0y = | B2ty + (1 — 1) - f Hu'ds
30

per ogni ue H>XQ, 3Q).
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Dimostrazione: — vedi [12] pag. 294.

LeMMa 2. — Per ogni ¢ >0 esiste una costante A, dipendente da e, b;,
¢, n, @ tale che per ogni X =X, e per ogni we H**Q, Q) risulti:

[ e,y = (149 | = A 2 ban, + o+ Dt g

Dimostrazione. - Prendiamo le mosse dalla seguente disuguaglianza. Esi-
ste una costante K, dipendente solo da n ed Q, tale che per ogni fe HYQ)
rigulfi:

(1) nfﬂi(ag) <K;-. ﬂf{i(()) -+ K - “fﬁLB(Q] * H fa ”Lx(ﬂ)

{(per questa disuguaglianza si veda ad esempio [13] pag. 372). Ricordando il
lemma 1 e applicando la (1) alle derivate prime di u si trova

(2) “ U \EI?,‘Z(Q, M =K, u U HZ(Q) + K, n U an(Q) “ U “Hg!z(ﬂ, o) + “ Au [iii(m

valida per ogni we H>%(Q, 2Q), ove K, dipende da n e da Q. Dalla (2) si ha
subito

1
B B om = Eo{ 1+ g 10y 1K [l ] S0

valida per ogni v >0 e per ogni ue H>3Q, 39Q).
Risulta poi, per ogni p >0 e per ogni we H>}Q, 29Q):

(4) f { — Au <4 ER b, -+ cu 4 du 2dx =
f==1
i=1

Q
= f P (Au) 4 ¢ Y biu.Y + (cu)? 4 (Au)® — 2cudu — 2 uldu +
Q

+ 2cuf 3 biu.) — 24u( s bat.) + 21%{51 b)) + 2hcu® i dx;

jmm] i=1 jem=]

(5) — 2X f ubudr = 21 | w. |,
Q
® j280(E by = wdup + (5 b
fe=1 i=1

(N | 2euAu | < p(Au)* + i (cu)?
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{8) | 2cu( 3 bu.)| < (cuf® + (é biu,,)
FEE 4 j==l

9) | 2ar( 8 ba) | < -; (a0 + 2( 5 bau
i==1 izl

(10) | 2hou? | < 21_ () + 2(ou)

Per note proprietd delle funzioni di H**R, 3RQ) esiste una costante K;
dipendente da v, p, n, b;, ¢, & tale che risulti, per ogni ue H**Q, 3Q)

(11) <2 + :1) - l} cu ”igm) + “élbiu’% Hig(g)] =9 n U n?fz: (2. d0) + K5 ﬂ Uz HZ(Q) '

Tenendo conto delle (4}, (5),..., (11} e della ovvia disugnaglianza

I Aw (i g <n|% G 0
gi trova
(12) | Au {}ig(n) + 2h | u. n?ig(n) =

<|— Au+ Elbiuﬂ. - ou - A ”22(93 + Ks | s ) + (0 + 2pn) F ot o a0y -

Dalle (3}, (12) si ricava:
(13) (1 — 9Ky — 0 — 2p0) | 0 [fp g, po) <

n ) K
<= 8u 4 2 bawy + o+ Ml g + (Ko + T+ Ko — 2N o).
A questo punto fissiamo p ed % in modo che risulti
1

(14) I“YIK4”‘7]“—2P~%21M—_!—_;'
In corrispondenza resta fissata anche la costaute Ks.

Allora se si pone A== {2{—4 + g-% -+ 1_2&’ dalle (13), (14) segue la tesi, c.v.d.

LeMyA 3. - Esislono due costanti Ao e Ks dipendenti solo dai coefficienti
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di L tali che se A =2%,, ue H>*Q, 2Q) e

)\ A n n
(L -} - Ty=— 2 Ui, + Elbiuxi -+ cu gu = f in Q,

i, j=1
allora risulta
(15) L s, 3y = Kol Fligay-

Dimostrazione. - Dal lemma precedente segue che per ogni & > 0 esiste
Xo tale che se X ==, sia, per ogni ne A>}Q, Q)

[ By =< {1+ &) | =4 2 S baw + o + A

Ly(0) *

D’ altra parte si ha (vedi [2]):

n n :L l
| — du+ o iilbiuxi + ocw + du — oc( D s + i};lbiuxi +cu+ u) Fm=

i, j=1

= " % 2 laiiuxixj — Au Uiz(n) <k n u “12112’2(&), d9).

i, j==

1
Pertanto basta scegliere 0 < ¢ < % — 1 per ottenere, con procedimenti

A . .
standard, I’ esistenza dell’operatore inverso di L + b I e la maggiorazione vo-
luta, c.v.d.

LEMMA 4. - Sio ¢=0, f <0 in Q. Esiste una costante X, dipendente dai

coefficienti di L, tale che se A =1%o, ue€ H*>*Q), u < M su 2Q, (L -+ %I>u= !
. . . o
n Q, allora risulla u < M in Q.

Dimostrazione. - Scegliamo ), in modo che valga la (15) (vedi lemma
precedente) e sia poi A =X,. Prolunghiamo le funzioni ay; a tutto E" ponen-

dole uguali a %1 fuori di Q. Sia e CP(RY, Hz) = 0 per |z|>1, f&(x)dx =1,
Poniamo, per m > 0: By

af(z) = m— f ¥ (x —Y ) aiily)dy

. n
R,

n

Allora risulta a{™ € C=(E"), 2 agfx) = 1, lim af" = ay nella topologia debole

2 g M0
di Lo(RQ) (in particolare in ogni L{Q), 1 <r < 4 col
Per noti teoremi {vedi [8) tenendo conto di [3]) esiste una ed una sola
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funzione ut”e H**Q) tale che u™ — ue H>}Q, 3Q) e

)\ A n n )\ R
(1004 5 1) = — 3 apu) 1 5 bat) - outw) - i = 1 in
o i, je=l v i=1 ¢ a
ove si & posto al™ ={ I [a{M] |~".

i, j=1

Ne segue che
16 Lt * I (ut™ =f Lm A Iiu
(16) + [ —u) =1 — + &

Osserviamo che la costante K del lemma precedente, applicato all’ope-
ratore L™ 4 &% 1, non dipende da m. Si ottiene pertanto, per la (16) e per

il lemma precedente:

Ju®™ — g, 30 < K -

f— (L(m) + A l)u lLicor -

og(”‘)

1l secondo membro & ovviamente limitato al variare di m. Allora esiste
una successione estratta da {u(" | debolmente convergente in H>%Q) ad una
funzione v che, come facilmente si verifica, & soluzione della equazione

(L + 2 I)v =fin Q e quindi ¥ = v. Per noti teoremi {[3], [11]) risulta ut™ < M
in @ e quindi anche il limite debole # non supera M in @, c.v.d.

LEMMA b. - Sia ¢ =0 in Q. Tra tutti gli autovalori dell operatore — oL
ce ne é uno, sia A, di massima parte reale, cosi caratlerizzato: A, é reale ed
é Uestremo inferiore dei numeri reali A lali che we H**(Q, 2Q), aLu 4+ iu <0
in Q implica u<0 in Q.

Dimostrazione. - (tratta in parte da [4]). Il lemma 3 prova che lo spettro
dell’ operatore — oL non incontra V'insieme {1:Ae R, 2 ==2%}. Pertanto se
p & reale e p=X, esiste 'operatore G, inverso di oL 4 pl. L’ operatore
G, porta LyRQ) in H>%Q, 3Q) e quindi ¢ completamente continuo come opera-
tore di L,(Q) in se.

11 lemma precedente prova che risulta G,£ <0 in Q se f <0 in Q. Per
noti teoremi (teorema 6.1 pag. 262 di [7]) esiste un antovalore reale #; di G, che
ha module massimo tra tutti gli antovalori di G,:

(17) ltl<t per ogni ¢ autovalore di G,.

D’altra parte & facile vedere che se A 6 un antovalore dell’ operatore
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P——

— alL, il numero {=(p — A)~" & un autovalore dell’ operatore G, e viceversa.
Pertanto, posto #y = (p — X:)~*, la (17) fornisce:

(18) Jlp—A|=p—2X per ogni A autovalore di — alL.

Poiche la (18) vale per ogni p reale abbastanza grande, si pud in essa
far divergere positivamente ;. ottenendo

{19) BRe x <) per ogni A autovalore di — «l.

Resta da far vedere che per X, vale la caratterizzazione enunciata nel
presente lemma. Consideriamo I'insieme di numeri reali

B={):alu+4+tu=<0in Q ueH*}L, 3Q)=>u <0 in Q}.

Questo insieme B gode delle seguenti proprieta:
1) B contiene la semiretta {X : A=} (vedi lemma 4).

2) B & aperto a sinistra (per questo argomento si veda [9]). Sia infatti
peB e A tale che 0 < p— X <| G, |, allora esiste G, e risulta

Gr= 3 (= par

j=0

da cui AeB.

8 Se peB e p non & un autovalore di — «L, allora p € B: si verifica
subito infatti che in questo caso lim |Gy — G, | =0 (vedi [9)).
By

Cid basta per concludere che B & una semiretta aperta il cui estremo &
un autovalore; pertanto B={A:1 > A}, c.v.d.

A questo punto possiamo enunciare il risultato priucipale del presente
lavoro:

TeorEMA 1. - Esiste una costante ¢, dipendenie da a;, bi, n, Q, tale
che se ¢ =c¢,, u€ H>%(Q, 3Q), Lu <0 in Q, allora risulta u<<0 in Q.

Dimostrazione. - Consideriamo 1 operatore

" 32 - e
—_— X i X ;e
Lo i,jzla} dzidw; + izlb LEA

ciod Uoperatore L ove si ponga ¢=0. Per il lemma precedente tra tutti gli
autovalori di — L, ce ne & uno di massima parte reale, e sia A.

. A . ,
Sia ora essyinfc > essysup P facciamo vedere che in tal caso A; (' an-

Annali di Matematica 45
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tovalore di — aL avente massima parte reale} & negativo. Per assurdo sia
A1 = 0. Per il gia citato teorema 6.1 di [7] esiste in corrispondenza di A; un’auto-
funzione non negativa: ;€ H>%Q, 2Q), wy =0 in Q, w, non identicamente
nulla in @Q, tale che

Lw, +- %1 w1 = Lo -+ cwy % w =0 in Q.
Ne seguirebbe

Lowy - z—; Wy == — —13 wy -+ (2 — o)wlgo in @

non appena si scelga A < A < ac. Per il lemma 5, applicato all’operatore Ly,
cid implica w; << 0 in Q, assurdo. Ne segue 4, < 0, da cui la tesi ove si

. . A
scelga per ¢, qualungue numero maggiore di essq sup —, e.v.d.
o

In certi casi & possibile precisare la costante ¢y che compare nel teorema
precedente,

CoroLnARIO 1. ~ La costante ¢, del feorema 1 si pud scegliere nel modo
seguente: co==0 se =2, ¢oc > 0 (e per il resto arbitraria) se n =23 oppure
n=4d4,.

Dimostrazione. - Per n = 2 il risultato & noto: & contenuto nei lavori di
ALERSANDROV (1] e di Pucor [10] (si veda anche [13], teorema 3).

Per n =3, 4 si pud ragionare nel modo seguente. Supponiamo per as-
surdo che sia A > 0 {per la definizione di A si veda la dimostrazione del
teorema 1). Sia w 1'autofunzione non negativa corrispondente: we g»¥Q, 3Q)
w=0 in ©, w non identicamente nulla in Q, e inoltre

(20) Low + 2 w=0 in Q.

Sia ora k > 1; la funzione w* appartiene ancora a H>%Q, 39Q).

Infatti per i risultati di Campanato [2] e per la (20} in realta le derivate
seconde di w stanno in qualche L.{Q) con r > 2; un facile calcolo e i noti
teoremi di SOBOLEV mostrano quindi che w*e H>*RQ, 2Q) per ogni k=>1.
Risulta poi:

Lok -1 :—: Pt = — Zﬂ a’ij(?@k)xia} 4+ 2": bi{mk,}xi + 2 Lt =—

i, je=1 i=1

n n n '5\
= — kit — U= I agopv, + k| — T ayw,, + 2 b, + S 0
i,j=1 i, j=1 =1

in Q.
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Pertanto, scelto k& > 1, il lemma 5 implica #* =0 in Q, assurdo. Deve

quindi essere A <0, e la dimostrazione del teorema 1 prova che si pud pren-
dere come costante ¢ un qualunque numero positivo, c.v.d.
2

OSSERVAZIONE. Se =23 0 4 ¢ se risulta b;€ Lo(2) per almeno un valore
di 4, si pud porre co=0 nel teorema 1. Cid si dimostra per mezzo di un
artificio di Prcarp, tenendo presente il corollaric 1, esattamente come in [B),
pag. 322.

COROLLARIO 2. — Supponiano che, orientala la wnormale verso I esterno,
la frontiera di Q abbia curvaiura medio non positiva in ogni punto. Allora

esiste una costante K., dipendente da ay;, n, R, lale che se X | bl @< K; st
puod prendere co =0 nel feoremal . =t

Dimostrazione. — Nelle ipotesi fatte dai risultati di TALENTI [12] segne che &

(21) (KZ l]gzse(g, 20 < Ks H Low — iEI biu”z’ ”Lz(n}

per ogni ue H>*Q, 3Q), ove Ks dipende da ay e da n. Scegliamo ora XK, in

modo eche X |b; L o)< K- implichi
fmml
(22) Ks Uiz"l biuxi “L:»(Q) =4 H u UHM(Q, d0)

per ogoi ue H>3Q, 3Q), ove 0 <& < 1. Dalle (21}, (22) segue allora

u u n}ﬂv?(ny ) = KB ﬁ Lou ”Lz(ﬂ) + & ﬂ u H}{z,ﬂ(g, )

e quindi

Tt g oy = =% per ogni ue H>*Q, 3Q).

lle(ﬂ)

Di qui segue la fesi come nel lemma 4, c.v.d.
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