
Equazioni ellittiche del secondo ordine 
di tipo Cordes con termini di ordine inferiore. 

~ A U R I Z [ O  CHICCO ( G o l l o v a ) ( * )  (¢¢) 

Smnmary. - I sh+dy the spectrum of linear second order elliptic partial differentiat equations 
of Cordes type with lower order terms. 

I n t r o d  uzione. 

Recen temen te  a lcuni  autori  1CORDES [6], T A L E ~  [12], CAMP~N~TO [2]) hanno  
s tudia to  le equazioni  e l l i t t iehe del tipo 

i, j~-..~- 1 

ore  sui coeff ic ient i  a~j non si fanno ipotesi di regolarit~t, ma si suppone che 
gli au tovalor i  del la  forma quad ra t i c a  associa ta  sono abbas tanza  vieini  t ra  
loro. Seopo del presente  lavoro b s tudiare  u n ' e q u a z i o n e  detlo stesso tipo con- 
t eaen te  perb anehe i termini  di ordine  infer iore .  At t raverso  una oppor tuna  
maggioraz ione  a priori  del la  soluzione si ot t iene una  localizzazione dello spet- 
tro da cui seguono subito teoremi di esis tenza e u n i e i t h  

~otazioni  e ipotesi.  

~ e l  seguito si f a ranno  sempre  le seguent i  ipotesi, senza espl ic i ta  menzio- 
ne. Sia  ~2 un  ins ieme aper to  e l imi ta to  di R "~ ( n ~ 2 }  dotato di f ron t ie ra  3• 

di classe C 3. Sia  H2,2(~) lo spazio ot tenuto comple tando  C~I~) r ispet to al la 
no rma  

n 

i, j = l  

Sia H 2,2(Q, ~Q) 10 spazio o t tenuto  comple tando C~(~) N i f " f = 0 su 3g~ t 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attivith dei grupI>i di ricerca matematica del Con. 
siglio Nazionale delle Rieerche. 

{**) Entrata in Redazione il 26 ottobre 1969. 
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rispetto alia norton 
n 

~, J=~ U ~j~j 

In H2,2(~2, ~2) le norme If" II-~-'(o) e 1]" lt~,~(~), 5°) sono equivalenti.  
Indichiamo con L l 'operatore  

Sui coefficienti  di L si fanno le ipotesi seguenti :  a;j ~ Loo(Q) con la nor- 

malizzazione Z a ~ ( x ) ~  1 in Q (non restritt iva e supposta soltanto per como- 
i = l  

diti~); a~]-----aj~ (i, ]' = 1, 2, ..., n). Posto poi 

1 = 

;: a (x) 
~,j~l 

supponiamo the  esso inf a ( z ) >  n - - 1 ,  per modo the,  se diciarao k =  esso 
sup [ n -  ~(x)] ~/2, r isulta 0 ~ k  < 1. Osserviamo che le ipotesi fatte implicano 

la positivith delia forma quadrat ica Y. aqt~t i (vedi [12]). Pe r  gli altri coefficienti 
i , ] ~ l  

supponiamo che sin b~ e L e(9`) (i = 1, 2, ..., n), ~ ~ Lq(~) ore p, q sono seelti 
in modo the  valgano le disuguaglianze di SOBOLEV seguenti :  

i ~ l  

per ogni u eH2.2(9, ~ ) .  In  queste ipotesi l 'operatore L porta H2,21~2, a~2) in 
L~(~). Conveniamo infine per brevith di omettere le espressioni del tipo << quasi 
ovunque )~ per le funzioni di L2(~2) o <'. nel senso di H2,2(~2)>> per le funzioni 
di questo spazio. Ad esempio colla notazione << f _< 0 in ~ ~> intenderemo che: 
s e f e  L2(Q), f i~ limite in L2(l]} di funzioni continue e non positive in Q; se 

f e H2'2(Q), f ~ limite in H2.2(Q) di funzioni di c]asse C~(~) e non positive in 8. 
]~ noto il seguente risultato di TALE~I,  fondamentale per il seguito: 
LEM1KA 1. - S in  H la curva tu ra  media  di ~ (la normale  ~ orientata 

verso l 'esterno). Al lora  r i su l ta  

ti u = tl + (n - 1 ) .  f H¢,~dz 
. ]  
aO 

per ogni u e H2,2(~, ~2j .  
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Di~noslrazione: - vedi [12] pag. 294. 

LEPTA 2. - Per  og~i ~ > 0  esiste una  coslanle Xo dipendente d a ~ ,  b,, 
~, n, P tale che per  ogni ), ~ Xo e per ogni u e H2"~(Q, ~ )  r isul t i :  

[I u [{~,~(o, ~)  < (1 + ~). [{ - -  hu  + E b,u~, + cu + Xu {{~,(o) 
i = l  

Dimostrazione. - Prend iamo le mosse dalla  seguente  disuguaglianza.  Esi- 
ste uaa eostante K~, d ipendente  solo d a n  ed ~, tale the  per  ogni feH~{~2) 
r isuit i :  

(1) 

(per questa  d isuguag | ianza  si veda ad esempio [13] pag. 372). Ricordando il 
l emma 1 e appl ieando la (1) alle derivate pr ime di u si trova 

(2) 2 - -  2 

valicla per  ogni u ~ H2,2(~2, ~f]), ore  K~ dipende d a n  e da Q. Dalla (2) 
subito 

~3) ( 1) 
si ha 

valida per  ogni ~ > 0  e per  ogni ueH2,2i~,  ~Q). 
Risulta  poi, per  ogni ~ > 0  e per  ogni ueH2,2(~,  ~2t: 

(4) f i - -  5u -.~ Y, b~u~i + cu + Xu t2dx -~ 

f r~ 
-~ i (Au) 2 + { E b~u~) 2 + (cu) 2 + {Xu) 2 - -  2cuAu - -  2XuAu + 

f t  

+ 2~( ~ b~f~) -- ~ u (  ~ b~u~) + 2),ul ~ b~u~) + ~),~u ~ ! d~; 

(5) 

(6~ 

(7} 

n 

o 1 (¢: b ~ , )  ~ 
{ .~u(~=lr b~uOt <- ~(~)2 + ~ ,=1 

1 
) 2 ~ u a u l  <_ ~(au)  ~ + : (ou) ~ 
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(8) 

O) t 2ku ( ~ b~u~) l < 1 (ku) ~ + 2( ~ b~uQ ~ 
~=1 - -  2 i~---1 

(lO) 

Per  note proprieth delle funzioni di H2,2(~, 3~2) esiste una eostante /£5 
dipendente  da ~, IX, n, b~, c, ~2 tale che risulti, per ogni u e H:.:(~, 3~) 

(11) 

Tenendo conto delte (4), (5),..., (11) e della ovvia disuguag| ianza 

si trova 

(12~ 

(13) 

(14) 

An ;2 2 

..a 2 2 

Dalle (3}, (t2) si r icava:  

2 

A questo punto fissiamo ~t ed ~ in modo she risulti  

1 

In  eorrispondenza res~a fissata anehe la costante K~. 
K~ K~ K~ 

Allora se si pone ko-~ -2-- --k ~ -t- ~ - ,  dalle (13}, (14) segue la tesi, c.v.d. 

LEI~I~IA 3. - Esislono due costanli ~o e K6 dipendenli solo dai coefficienti 
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di L tali c h e s e  X ~ "~o, u ~H2,2(Q, ~Q) e 

L "4- ~ ~u 
n 

~ - - -  - u . - ~ - f  in  ~2, 
~, j~l  i=l 05 

aUora r isu l la  

(15) 

Dimostrazione. - Dal lemma preeedente segue che per ogni ~ > 0 esiste 
),o tale c h e s e  ) ,~)~o sia, per ogni ue/~2.:(Q, ~.Q}: 

n 

[i u IIH~,2 ~(n. ~u) -< (1 + e)1}--Au + :¢ E b~u~ -4- ~cu -~ ).u 1}L:(n ) . 2  
i = l  

D'a l t ra  parte si ha {vedi [2]): 

- -  - -  ~ - U L 2 ( f t )  ----- 
i~1 ~.~I 

i , j ~ l  

1 
Per tanto  basra scegliere 0 < s < --~ - -  1 per ottenere, con procedimenti  

standard, l 'es is tenza del l 'opera tore  inverso di L + ~ I e la maggiorazione vo- 
luta, c.v.d. 

LEMMA 4. - Sia  c ~ O, f <_ 0 in. Q. Esiste una  costante )~o, dipendente dai  

coefficienli di L, tale che se )~ >~ ~o, u e H2.2(-Q), u <_ M su ~¢~, ~ (L ~- ~ I I  -- u ~ f  \ / 
in  Q, allora r isul la  u <. M in ~. 

D imos t ra z ione . -  Scegliamo ~o in modo che valga la (15) tvedi lemma 
precedente) e sia pot ). ~>)~o. Prolunghiamo le funzioni a~j a tutto R n ponen- 

dole uguali  a --  fuori di Q. Sia ~ E C~(/~), ~(x) =- 0 per Ix I > t, &(x)dx : 1. 

Poniamo, per  m > 0: R~ 

Rn 

Allora r isulta a(2) e C~(Rn), E a~(x) ~ I, lira a!y) ~ a~j nella topotogia debole 

di L~(Q) (in part icolare in ogni L(~2), 1 <_ r < + cx~}. 
Pe r  noti teoremi (vedi [S] tenendo conto di [3]) esiste una ed una sola 
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funzione  U('n)~H2'2(~} tale che u ( ~ ) -  u eH2,:(~, 3~} e 

\ 

1) u(~) L(~) + ~(~) 

Ne segue  che  

~ , j ~ l  ~ ~ 

n 

eve si ~ posto ~ (~)~  i E [a(~)] ~ }-~. 
~ , j ~ l  

f in ~, 

(u('O - -  u) -~ f - -  L("~) -}- ~ u (16) L(~) + 

0 s s e r v i a m o  c h e l a  cos tante  K6 del  l emma  preceden te ,  app l ica to  a l l 'ope-  

ra tore  L (~} -{- ~ 1, non d ipende  d a m .  Si o t t iene  per tanto ,  pe r  ta (16) e per  

il ] emma p receden te :  

t}u (~) - -  u ll,~,~(e,~ ) _<_ K6.  Ill - -  L('O -{- ~ 1  u tl~(a). 

I1 secondo membro  ~ ovv iamen te  l imi ta to  al va r ia re  d i m .  Allora esiste  
una  success ione  es t ra t t a  da {u('~ } debo lmen te  convergen te  in H2,2(~) ad una  
funzione  v the,  come fae ihnen te  si ver i f ica ,  ~ soluzione del la  equazione  

L -t- ~ v ~--- f in f~ e quindi  u --~ v. P e r  noti t eoremi  {[3], [11]} r i su l ta  u(~) _< M 

in ~ e qu ind i  anche il l imi te  debole  u non s u p e r a  3I  in ~, c.v.d. 

LI~MSIA 5. - S ia  c ~ 0 in Q. Tra tutti gli autovalori d e l l ' o p e r a t o r e -  eL  
ce ne ~ uno, sia ),~, di massima parle reale, cos~. caralterizzato: )~ ~ reale ed 

l' estremo inferiore dei humeri  reali X tall che u e H2,2(~, ~ ) ,  ~Lu + )~u -< 0 
in ~ implica u <_ 0 in ~ .  

Dimostrazione. - ( trat ta in par te  da [4]}. I1 l emma  3 p rova  che lo spet t ro  
d e t l ' o p e r a t o r e  - -  ~L non incont ra  F ins ieme { ), : k e R, ), ~ ),o/. Pe r t an to  se 

~ rea le  e ~t:~Xo, es is te  l ' o p e r a t o r e  G~ inverse  di ~ L + ~ t L  L~opera tore  
G~ por t a  L2(~) in H2,2(~, ~ )  e quindi  ~ comple t amen te  con t inue  come opera- 
tore di L2(~2) in s~. 

I1 l emma  p receden te  p rova  ehe r i su l ta  G~f_<0 in ~ se f <: 0 in ~. P e r  
noti  t eoremi  ( teorema 6.1 pag. 262 di [7]} esiste  un au tova lo re  reale  t~ di GI~ t h e  
ha modulo  mass imo tra tut t i  gli au tova lo r i  di G~: 

(17) t t I <-- t1 per  ogni t au tova lo re  di GI~. 

D ' a l t r a  par te  ~ faci le  vedere  c h e s e  )~ ~ un au tova lo re  d e l F o p e r a t o r e  
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- - :eL ,  il n u m e r o  t - ~  ( i t - ) , ) - 1  ~ un au tova lo re  d e l l ' o p e r a t o r e  G~ e v iceversa .  
Pe r t an to ,  posto tl = ( ~ -  k~)-l, la (17) fo rn i sce :  

(18  t it - -  ), i ~ it - -  )~1 per  ogni ), au tova lo re  di - -  aL.  

Poichb la (18} vale  per  ogni it rea le  abbas tanza  grande,  si pub in essa  
far  d ive rge re  pos i t ivamen te  it o t tenendo  

{19) Re k ~ ~ per  ogni k au tova lo re  di - - a L .  

R e s t a  da l'ar vedere  the  per  ),1 vale  la cara t ter izzazione  enunc ia t a  nel  
p resen te  l emma.  Cons ider iamo l ' i n s i e m e  di numer i  real i  

B ~ i ), " :¢Lu + ku  ~ 0 in 9,  u ~ H2,2(~, 8Q) ::0 U <~ 0 in 9 }. 

Ques to  ins ieme B gode del le  seguent i  propriet/~: 

1) B cont iene  la semi re t t a  {k : ) , ~ o  } (vedi l emma  4). 

2) B b aper to  a s in is t ra  (per ques to  a rgomento  si veda  [9]). Sia  infat t i  
i t e B  e ), tale  ehe 0 < ~ t - - k < l I G ~ / 1 - 1 ,  a l lora  esis te  G~, e r i su l ta  

GO 

j=o 

da cui  ) , e B .  

3 Se i t e B  e ~ non ~ un  au tova lo re  di - - a L ,  a l lora  i t e  B:  si ver i f ica  
subi to  infat t i  che in ques to  caso l im ][ G x - - G ~ , i ] =  0 {vedi [9]). 

BOk~l~ 

Cib basra  per  cone lude re  t h e  B /~ una  semi re t t a  ape r t a  il eui es t remo /~ 
un  au tova lo re ;  pe r t an to  B-~- i ), : Z > kl }, c.v.d. 

A ques to  punto  poss iamo e n u n c i a r e  il r i su l ta to  p r iue ipa le  del p reson te  

lavoro : 

TEOREMA 1 . -  Esiste  u n a  costante Co, dipendenle  da a~j, b~, n, 9, tale 

che se C ~ C o ,  u e H2.2(9, 8~), L u  ~ O in  ~2, allora r isul ta  u ~ O in  9 .  

Dimostrazione.  - Cons ider iamo l ' o p e r a t o r e  

Lo = 3 
i,j=l ~x~$xj i=1 ~x~ 

cio~ l ' o p e r a t o r e  L o re  si ponga  c = 0. P e r  il l emma  p receden te  ira  tut t i  gli 
au tova lor i  d i -  ~Lo ce ne ~ uno di mass ima  pa r t e  reale,  e sia'~. 

Sia ora e s s a i n f  c > ess a s u p -  e facc iamo vedere  che in tal  easo ),1 (t 'au- 
0~ 

Annali di Matematica 45 
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tovalore d i -  aL avente massima parte reale) 6 negativo. Per  assurdo sia 
).1 >~ 0. Per  il girl, citato teorema 6.1 di [7] esiste in corrispondenza di ).~ un 'auto-  
funzione non negativa:  tv~eH2,2~, ~ ) ,  w ~ 0  in Q, w~ non identicamente 
nulla in ~, tale che 

Lw~ + h ),~ 

Ne seguirebbe 

Low~ -{- ~ 

non appena si scelga ~ < ~. < ac. Per  il lemma 5, applicato al l 'operatore  Lo, 
eib implica w ~ < 0  in Q, assurdo. Ne segue ),~ < 0, da cui la tesi ore si 

2- 
seelga per co qualunque numero maggiore di essa sup ~, c.v.d. 

In certi casi b possibile precisare la costante e0 the  compare nel teorema 
precedente.  

C O R O L L A R I O  1. - L a  costctnle Co del teorema [ si pub  scegliere net modo 
seguente:  co = 0 s e n  = 2, Co > 0 (e per  i l  resto arbilraria)  se n--=-3 oppure 
n ~ - 4 .  

Dimostrazione.  - Per  n ~  2 il r isultato 6 note: 6 contenuto nei lavori di 
ALEKSA~DrtO¥ [1] e di PuccI  [i0] (si veda anehe [13], teorema 3). 

Per  n =  3, 4 si pub ragionare nel modo seguente. Supponiamo per as- 
surdo che sia X'> 0 (per la definizione di ~." si veda la dimostrazione del 
teorema 1). Sia w l 'autofunzione non negativa corr ispondente:  W eH2,2(Q, ~Q) 
w ~ 0  in Q, w non ident ieamente nulla in Q, e inoltre 

(20) Low -[- ~ - w = 0  in ~. 
0~ 

Sia ora k > 1; la funzione w ~ appart iene ancora a H2,2(~, ~-~, 
Infatt i  per  i r isuttati  di Campanato [2] e per  la (20) in realth le derivate 

seconde di w stanno in qualehe Lr(P~) con r > 2; un facile calcolo e i noti 
teoremi di So~3oL~v mostrano quindi che ~VkEH2'2(~, ~Q) per ogni k ~ l .  
Risulta  poi : 

----- - -  k(k - -  1)w ~-~ ~ a~fl%w~j 4- k w  ~-~ - -  Z a~pv~j + ~ bm,~ + ~ -~v ~ 0  
i,]=I ~, ]=i ~=I O~ 

in ~. 
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Per tan to ,  seelto k > 1, il l e m m a  5 impl iea  w ~ = 0  in ~, assurdo.  Deve 

qu indi  essere ~ ~ 0 ,  e la d imost raz ione  d_el teoi 'ema 1 prova che si pub pren- 
dere come costante  co un q u a l u n q u e  numero  positivo, c.v.d. 

0SSEaV~ZlONE. Sen--- - -3  o 4 e se r i su l ta  b~ ~ Lm(P.) per  ahneno  un valore 
di i, si pub porre c o = 0  nel teorema 1. Cib si d imos t ra  per  mezzo di un  
ar t i f ie io  di PICARD, tenendo presente  il eorol lar io 1, e sa t t amen te  come in [5], 
pag. 329,. 

ConO~LAt~IO 2 . -  S u p p o n i a m o  che, or ientala  la normale  verso l 'esterno, 
la f ront iera  di  P. abbia eur va tura  media  non posi t iva  in  ogni  punto.  Al lora  

n 

esiste u n a  costante 1£7, dipendenle  da  aq, n, ()., tale the s e ~  t]b~ll~,,(al ~ K~ si  
pub  prendere co = 0 net t eo rem a l .  ~=~ 

Dimostrazione.  - Nelle ipotesi  fat te dai r i su l ta t i  di TALENT1 [12] segue che 

i ~ l  

per  ogni u e H2,2(~, ~2), ove K8 dipende da a~j e da n. 

modo che ~ II b~ IlL Cat ~ / ( 7  impl ieh i  

n 

i = l  

Scegl iamo ora K7 in 

per  ogni u e H2,2(Q, 3~2), ore  0 < l} < 1. Dal le  {21), (22) segue al lora  

e quindi  

/(8 
per ogni u e H2'2(~, ~ ) .  

Di qui segue la test come nel l emma 4, c.v.d. 
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