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Principio di massimo
per soluzioni di problemi al contorno misti
per equazioni ellittiche di tipo variazionale.

MAvurizio CHIcco (Genova) (*)

Summary. — I prove a mazimum principle for subsolutions of miwed boundary
value problems for linear second order elliptic partial differential equations
in divergence form with disconlinuous coefficients.

1. — Introduzione.

Nell’ambito della teoria delle equazioni ellittiche del secondo
ordine a coefficienti discontinui e di tipo variazionale si conoscono
varie forme del principio di massimo per le soluzioni del problema
di DIrIcHLET (vedi ad esempio [10], [2]) e di NEUMANN (vedi [7]).

Per quanto riguarda il mio precedente lavoro [2], colgo l'occa-
sione per correggere alcune sviste in cui sono incorso (ringrazio
R. M. HErVE che me le ha gentilmente segnalate). Il risultato prin-
cipale di [2], tuttora valido e riportato qui come Lemma 5, si fonda
su di un Lemma (a pag. 369-370 di[2]) che va letto nel modo
seguente:

LEMMA. ~ « Sia a'(u, v) la forma bilineare su Hy(2)X Hy(2) cosi
definita:

i,5=1 i=1

a' (U, v) =f{ i 5%V, 2”: (b;— d,-)uw;v} dz .
Q

Sia A un aperto contenuto in 2 colla propria chiusura e tale che la
forma o' (u, v) sia coercitiva su HL(A). Sia we HY(Q) tale che: u>0
in Q, a(u,v)<0 per ogni ve Hy(A), v>0. Se z, ¢ la soluzione del

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del centro. di ricerca di matematica e
fisica teorica del Consiglio Nazionale delle Ricerche presso I'’Universitd
di Genova.
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problema di Dirichlet
a'(2,0) =0 per ogni ve Hy(4),
2, —uecH)A),

risulta w<z, quast ovungue in A.»

DIMOSTRAZIONE. — Poniamo % = max (v —z2,,0). Allora &
uweHyA), u>0 e quindi

0>a(u,u)—a'(24,u) =

:f{ S @0y — 2)ay Ty S (bs— A (U — 24)oy i + de(Uih)a+ mm} i .
A

yi=1 t=1
Osserviamo che si ha:

) f {idi(uﬂ)m,+ oua} >0 .

A4

Infatti & we Lo(R) N HY(R) (Teorema 4.1 di [10]), %eE L (4) N
N HiyA) e quindi wue Hy(Ad). Ne segue, per lipotesi fatta su

¢—> (d).,, che

i=1

d;0,,+ cvpdre>0 per ogni ve 0y (4), v>0
. 1 ¥

A

da cui la (%) essendo OP(A4) denso in H}(4). Dalla (%) si ricava

0> f { S Gy, - 3, (b,-—di)mﬁ}dw>cost. 1] 20 -

ij=1 i=1

Pertanto risulta % = 0 quasi ovunque in 4, cioe u<z, quasi ovun-
que in 4, c.v.d.

Scopo del presente lavoro & studiare un principio di massimo
per problemi al contorno piu generali: su una parte della frontiera
di © si assegnano i valori della soluzione, e sul resto si assegnano
i valori di una combinazione lineare tra la soluzione e la sua deri-
vata conormale. Il principale risultato che si dimostra é formalmente
il seguente: se u soddisfa alla disequazione

1) Lu=—i (iai,-u,,—l—dju),’+ib,-um‘+cu<0 in Q,

j=1 ‘=1 t=1
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e alle condizioni al contorno

(2) w=w suly, Y a;u,cos(n,z) -+ eu0 su I

i,7=1

(Lyuly=102, I''Nn I} =), allora l’estremo superiore essenziale
di » in Q si maggiora, se positivo, col massimo di w su I, oppure
& costante in Q. I coefficienti che definiscono ’operatore L non si
suppongono regolari e quindi conviene impostare il problema (1), (2)
in forma debole. Nel caso invece in cui i coefficienti siano abbastanza
regolari Poperatore L si pud scrivere anche in forma classica (non
variazionale) e in tal caso si ritrovano risultati noti (vedi [8], [9]).

2. — Notazioni ed ipotesi.

Nel seguito si faranno sempre le ipotesi seguenti, senza espli-
cita menzione. Sia 2 un insieme aperto limitato e connesso di R".
Supponiamo per semplicita n»>3; i risultati valgono anche per
n =2 pur di modificare, nel seguito, qualche esponente di somma-
bilitd negli spazi funzionali considerati.

Siano H'(R2) e HL(2) gli spazi ottenuti completando rispettiva-

mente C1({2) e C}(L2) secondo la norma

6l = [l + 3 b 300

i=1

Sia B un sottoinsieme di 2; si possono dare due diverse definizioni
di capacita di B. La prima ¢ la ben nota capacita della teoria del
potenziale:

cap B = inf {|f.]3. @ f€ C5(R"), f>1 in B};
si noti che questa definizione non dipende da £2.
Un altro concetto di capacita & il seguente: chiamiamo capacita
di B rispetto ad £ il numero

cape B = inf {|f|| %@ :f€ C1(2), f>1 in B}.

Le capacity teste definite non sembrano sempre equivalenti; sus-
siste tuttavia il seguente
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LeEMMA 1. — « Bsiste una costante K, dipendente da n e da 2,
tale che
capo, B< K, cap B.

Se 2 ha frontiera localmente lipschitziana esiste una costante K, dipen-
dente da n e da Q tale che

cap B< K, capp B . »

DIMOSTRAZIONE: si trova nell’Appendice.

Sia BcQ, we H(Q), k costante. Diremo che u<k (v = k) in B
nel senso di H'(L2) se esiste una successione u;e C'(2) tale che
u;<k (w;=Fk)in B per j=1,2,... e lim |#— ;] zq = 0.

Poniamo poi e

max*u =inf {k: u<k in B nel senso di HY(Q)}.
B

LEMMA 2. — « Sia Q dotato di frontiera rappresentabile localmente
come grafico di una funzione continua. Sia BcQ e capoB> 0.
Allora esiste una costante K; dipendente da n, B, 2, tale che sia

”f”L,(Q) <K;|f. ”L,(Q)
per ogni fe HY(Q), f =0 in B nel senso di HY () ».

DiMOSTRAZIONE: vedi [3].

D’ora in avanti faremo le seguenti ipotesi supplementari su Q.
Sia /', un sottoinsieme chiuso di 002 e sia I} = 0Q-— I,: Suppo-
niamo che esista un aperto £2,, contenente 2, dotato di frontiera
localmente lipschitziana e tale che I c 002,. Indichiamo poi con V
il sottospazio lineare di H(£) cosi definito:

V={f: fe H(Q), {f =0 su I', nel senso di H(Q)}.

Sussiste il seguente:

LEMMA 3. — « Sia B un soltoinsieme di Q avente capacitd positiva
rigpetto a L. Allora esiste wna costante positiva K dipendente da n, B, Q2
tale che sia

”u”LG/(n—z)(.Q) <K, ”uw”L,m) ’

per ogni funzione wueV, uw =0 in B nel senso di H(RQ).»
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DIMOSTRAZIONE: §i trova nell’Appendice.

Studiamo ora il modo di tradurre in forma debole le (1), (2).
Moltiplichiamo la (1) per una funzione test ve VN 01(2), v>0
in Q, ed integriamo per parti; si ottiene formalmente:

0 >f{ D iU, Vo D (Dithe,+ dyuv,,) + cuv} do —
i,7=1 i=1

_J{ 2 Wyt COS (10, ;)0 + > d;u cos (n, wi)v} do ;

=1 i=1
1

qui n ¢ il versore della normale a 02 orientata verso I’esterno (ove
esiste). Tenendo conto della (2) si ricava:

(3) f{ i G5y, V) i (b, 0 + duv,,) -+ cm)} dx -+

£,5=1 i=1 i

~|—f[e — > d;cos (n, xi)] wvdo <0
FI i=1 7
per ogni ve V N 0YRQ), v>0. Queste considerazioni inducono a for-
mulare le (1), (2) in forma debole del modo seguente. Posto

g=e¢—> d;cos(n, ),

=1

n
supponiamo che: a,;€ L,(2), Y a;t.4,>»[t|?, v costante positiva,
G-l

bi, di€ Lu(Q), ¢€L,p(R), g€ Lny(l}).
Posto ancora
a(u, v) :f{ D it O+ Y (i, v+ diun,) + cu’u} dz -+ | guv do
2,j=1 =1
(o}

r,

per le ipotesi fatte, per la disuguaglianza di HOLDER e per noti teo-
remi sugli spazi di SOBOLEYV, si verifica che 1’espressione a(%,v) & una
forma bilineare su Vx V. Piu in generale osserviamo che se
we HY(Q) e max* |u| < -+ oo, allora a(u,-) & un elemento del duale
di V. fo

Supponiamo poi che sia

@ [(Batect er) o+ [aiao=o0

=1
2
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per ogni feV, f>0. Cid accade ad esempio se d;e CYQ),
c—(d,),,>0in 2, g+ > d;cos(n,2,)>0 su [}.

i=1 i=1

Sussistono allora i seguenti risultati:

LeMMA 4. — « Sia u, € HY(Q), a(u,;, v)<0 per ogni ve CY(Q) NV,
v>0 (i =1, 2). Allora posto w = max (u;, u,) st ha a(w, v) <0 per ogni
veV N CYD), v=>0.»

DIMOSTRAZIONE: salvo poche varianti, & la stessa di [10], Teo-
rema 3.5.

LEMMA 5. — « Sia we HY(LQ), a(u, v)<0 per ogni ve Cy(2), v>0.
Allora se w non ¢ costante in Q, risulia

€88, SUp % << essy Sup %

per ogni compatto D contenuto in Q. »

DIMOSTRAZIONE: € un’ovvia conseguenza del Teorema 2 di [2].
Possiamo ora enunciare il principale risultato del presente lavoro.

TEOREMA 1. — « Siano verificate tuite le ipotesi fin qui deite. Sia
u e HY Q) tale che a(u, v)<0 per ogni ve VO CYQ), v=>0. Allora u
gode di una (almeno) delle sequenti proprietd:

a) u = costamte positiva in Q. Intal caso il primo membro della (4)
¢ nullo per ogni feV.

b) w<max (0, max*u) quasi ovunque in £.»
T,

DIMOSTRAZIONE. — Innanzi tutto se # € una costante positiva
in 2 si ha

a(u, v) = uf( idivw‘+ cv) do -+ ufgv do <0
i=1
I,

per ogni ve V N 012), v>0. Dalla (4) segue subito

J‘( > a0+ cv) do +|gvdo=0  per ogni veV.
V=l
Q r,

Sia dunque % non costante in £ e facciamo vedere che vale la con-
dizione b). Intanto dal Lemma 4 segue che non e restrittivo sup-
porre >0 in £, perché se cosi non fosse si pud ragionare sulla
funzione max (u, 0).
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Posto m = max (0, max*u), M =essgsupus (< -+ o), sia per as-
I

surdo m < M. Per quanto osservato in precedenza, a(u, -) e allora
un elemento del duale di V. Ne segue che a(u,v) ¢ ben definito
per ogni ve V e risulta a(u, v)<0 per ogni ve V, v>0. Scelto k in
modo che m < k< M, consideriamo la funzione v, = max (v —k, 0);
risulta v, €V, v,>0 e quindi a(u, v;)<0. Cioe

a’(u7 Ulc) =

i=1

(5)
:J‘{ i @iiUa,(Vie)e, T i (b, 05 + A2 (V5)s,] + cuvk} dx + | guv,do <0.
i,j=1
Q

I,

Osserviamo che risulta uv,>0 in 2. Tenendo presente la (4) si ha

(6) f[cuvk + i dithe, Vi + i diu(vk)m.] dw + | guvido>0

i=1 i=1
Q I,

e dalle (5), (6) segue

) f{ S Gustha(08)eF (bi—d.i)umvk} iz <0 .

2,j=1 7=

Poniamo ora Q2(k) = {x: z€ 2, u(@)>k}.
Risulta v, = ()., =0 in 2— Q(k), (0)s,= u,, in 2(k), quindi
Ia (7) si puod serivere:

(8) f { DT CANCANEE 3 (bi—di)(vk)z‘vk} dw<0 .

i,j=1 i=1
()

Dal lemma 5 si ottiene

9) ess, supu<< M,

per ogni aperto D propriamente contenuto in (2. Ne segue che
mis Q(M) = 0 e inoltre

(10) lim mis (k) = 0.

T—>M

Fissiamo ora un qualunque dominio compatto D contenuto in £.
Dalla (9) segue che esiste un numero k,<< M tale che

(11) v,=0 in D per ogni k>Fk,.
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Dalla (8) si ricava intanto, tenendo presenti le ipotesi fatte e la
disuguaglianza di HOLDER:

(12) V]| (00)a ]| 220 < 210: — @il sy 10 | samsinssi@an * | 00)s]l @) -

i=1

Dalla (11) si deduce la possibilita di applicare il lemma 3 alle fun-
zioni v, non appena k>Fk,; risulta

(13) [l v ”sz(n—z)(Q(k)) < K| (v4)q ”L,(.Q(k)) ;

ove la costante K, dipende da n, D, 2 ma non da k. Dalle (12), (13)
si trae

(14) V[ (0)a] 2 000 < Ks D, [10:— @il 1@y | (00)a]| 2 @00 -
i=1

Facciamo ora tendere k ad M. Per la (10) risulta lim | b, —d,]| ;o= 0.
k—>M

Dalla (14) segue allora che & [(v,).],,u) =0 se k & abbastanza
vicino ad M, cioé (vedi la (13)): v, = 0 quasi ovunque in Q per
qualche k<< M, assurdo. c.v.d.

OSSERVAZIONE. — Il teorema precedente & ancora vero se I, = 00;
in questo caso si ritrova, in forma debole, il risultato di [2]. Nel
caso I'y=¢, o anche cap, [, = 0, risulta max*u = —oco e quindi

I

la condizione b) del teorema precedente divents;: %<0 quasi ovunque
in Q.

Se inoltre il primo membro della (4) & nullo per ogni feV,
risulta allora a(u + %, v)<0 per ogni costante k e per ogni veV N
N CYD), v>0, da cui seguirebbe #-+k<0 quasi ovunque in £, as-
surdo per Parbitrarietd di k. Pertanto in tal caso vale la proprieta a)
ed w & costante. Cio & in accordo con risultati classici (vedi ad
esempio [8] pag. 65). Nel caso infine in cui [, =&, ¢ = 0, si ha il
problema di NEUMANN: egso & studiato in maniera pitt completa
in [7], ove si ammette anche che Dellitticitd dell’equazione possa
degenerare.

Studiamo ora la risolubility dei problemi al contorno del tipo
(formalmente):

Lu=jf in Q,

(15) u=w sul,,

n
> iU, cos (n, ;) + eu =h su I},
£,j=1
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Con un procedimento analogo a quanto fatto in precedenza per
ottenere la (3), si vede che I'impostazione debole del problema (15)
si pud realizzare nel modo seguente. Siano date funzioni we H 1(0),
h € Lgu—pn(l}), fe L jnt2(82).

Si cerca una funzione u tale che

a(u, v) :ffv dx —I-fhv do per ogni veV,
(16) B r

u—weV.

B noto (vedi ad esempio [5] pag. 160 e [6]) che il problema (16) si
inquadra nella teoria di RIESZ-FREDHOLM e quindi per esso vale il
teorema di esistenza ed unicitd non appena si dimostri che il cor-
rispondente problema omogeneo ammette soltanto la soluzione iden-
ticamente nulla.

Allora i risultati precedentemente provati permettono di affer-
mare quanto segue:

TEOREMA 2. — « Supponiamo soddisfatta una almeno delle sequenti
condizionsi:

a) esiste una funzione veV tale che

f( Zn: A0+ cv)dx + | gvdo 0 ;

=1
r,

b) risulta capyl,> 0.
Allora il problema (16) ammette una ed una sola soluzione. »

DIMOSTRAZIONE. — Per quanto detto sopra basta far vedere che
il corrispondente problema omogeneo

a(u,v) =0 per ogni veV
(17) (7 7
uelV,

ammette solo la soluzione identicamente nulla. Nel caso a) cid
segue immediatamente dal Teorema 1. Nel caso b) dal Teorema 1
si ha che la soluzione u di (17) & costante in Q2 ed appartiene a V:
per il Lemma 3, u ¢ identicamente nulla in Q, c.v.d.



8 MAURIZIO CHICCO

Dalla, (8) si ricava intanto, tenendo presenti le ipotesi fatte e la
disuguaglianza di HOLDER:

(12) 1’” (Ulc)wni,(!)(k))<2”bi _di“L,,(!J(k)) ' ”’vh‘“LG/(n_g)(Q(k)). ” ('Uk)w”z,,(mm) .
i=1

1=

Dalla (11) si deduce la possibilita di applicare il lemma 3 alle fun-
zioni v, non appena k>Fk,; risulta

(13) 19 ]| 2ms gy 20y < Kol (V)] 2,200 9

ove la costante K, dipende da n, D, £2 ma non da k. Dalle (12), (13)
si trae

(14) P [ (V)| 2,200 < K 2 [6: — @] 2wy 1 (00)a] Z @) -

Facciamo ora tendere k ad M. Per la (10) risulta %i_)m 16:—a;| 1 20)=0-
-M

Dalla (14) segue allora che & |[(v.)o]|s,m) =0 se k & abbastanza
vicino ad M, cioé (vedi la (13)): v, =0 quasi ovunque in £ per
qualche k<< M, assurdo. c.v.d.

OSSERVAZIONE. — Il teorema precedente & ancora vero se [y == 002
in questo caso si ritrova, in forma debole, il risultato di [2]. Nel
caso I'y=¢, o anche cap,l, = 0, risulta mlgnx*u = —o0 e quindi

la condizione b) del teorema precedente divent‘;: %<0 quasi ovunque
in Q.

Se inoltre il primo membro della (4) & nullo per ogni feV,
risulta allora a(u 4 %, v) <0 per ogni costante % e per ogni veV N
N 0 (2), v>0, da cui seguirebbe u-+k<0 quasi ovunque in £, as-
surdo per I’arbitrarietd di k. Pertanto in tal caso vale la proprieta a)
ed u & costante. Cid & in accordo con risultati classici (vedi ad
esempio [8] pag. 65). Nel caso infine in cui [,=@, ¢ =0, si hail
problema di NEUMANN: esso & studiato in maniera pitt completa
in [7], ove si ammette anche che lellitticita dell’equazione possa
degenerare.

Studiamo ora la risolubilitdh dei problemi al contorno del tipo
(formalmente):

Iu=f in Q,

(15) u=w suly,

n
> @, €08 (1, ;) + eu = h su /.

£,j=1
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Appendice.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 1. — Per noti teoremi sugli spazi
di SOBOLEV esiste una costante K, dipendente solo da n tale che

(18) 171l

2"/(%—-2)(5") < K3 ” fz " Ly(BR™

per ogni fe C}(R"). Fissato ¢> 0, sia g Cj(R") tale che g>1 in B,
19213,z <cap B 4+ ¢.
Risulta allora, per la (18) e per la disuguaglianza di HOLDER:

g7, < g1z (@ (mis Q)" < K3(mis Q)zln”gw“ia(m <

2n/(n—2)

< K*(mis Q)*"(cap B + ¢) .
Di qui e dalla definizione di capo B si ha:
cape B< |93, + l9lZ,@<[1+ K3(mis Q)*"]- (cap B + ¢) .

Per Darbitrarietda di ¢ ne segue la prima parte della tesi.

Sia ora 00 localmente lipschitziana. Per i risultati di [1] esiste
una costante K, dipendente da » e da Q tale che per ogni fun-
zione u e C1(() esiste una funzione % e CL(R") per cui u = 4 in 0,
1% ] 1oy < K| 9] 22 - _

Dato ora &> 0, sia ve 0(Q) tale che v>1 in B, [v|7e<
<cap B + ¢. Per quanto detto sopra esiste una funzione v e Ci(R™),
v="0 in Q, |?]|man<Ki|v]|mne- Risulta allora:

cap B< ”aw”i,(n">< ”1’;”;1(1‘:“)<Ki ||'U“1291<Q)<Ki(ca’PQB + &) -

Dall’arbitrarietd di ¢ segue la tesi. c.v.d.

® DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 3. — Si vede facilmente che le
funzioni di ¥, prolungate uguali a zero in 2, — Q, appartengono ad
HY(2,). Se weV, continuiamo a chiamare u la funzione di H*({2,)
ottenuta prolungando % nel modo detto. Per mnoti teoremi sugli
spazi di SOBOLEV risulta:

19)  [uls,

-ﬂl(n—Z)(Q) T ”’M” (Q,)<K?[”uHL,(!),) + “uac”Lz(Ql)] 9

Zonji—2)
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valida per ogni weV, ove K, dipende solo da n e da £,. Appli-
cando il LLemma 2 si ha

(20) %]l 2,20 < K| ue] 50, 5

valida per ogni eV, =0 in B nel senso di H* (2). Dalle (19),
(20) risulta, per le stesse funzioni:

(2 @ <K 4 K5) % 522 5

2n/(n—2)

cioé la tesi, c.v.d.
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