CHICCO, MAURIZIO
1968

Boll. U. M. L.

" (4), N. 4.5, pp. 620-630

Comportamento alP infinito delle soluzioni di equazioni
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Summary. - I prove a Liouville type theorem for solutions of second order
elliptic partial differential equations of divergence form with lower
order terms.

Introduzione. - B noto che una funzione armonica in tutio
lo spazio e limitata (superiormente od inferiormente) & necessaria-
mente costante. Tale teorema & stato generalizzato alle soluzioni
di equazioni ellittiche, di tipo variazionale o mo, facendo ipotesi
di vario genere sui coefficienti (vedi [1]. [2], [8], [4], [5], [7]

In questo lavoro si considera il problema per una equazione
del tipo seguente (variazionale):

n n
(1) [% 3 a0 + B bitkey | dic = 0 v € CPO(R™),
i=1

%, j=1

ove u e Hioo(R") e i coefficienti a;; vengono supposti, quanto alla
regolarita, soltanto misurabili ed uniformemente limitati. La pre-
senza dei coefficienti b; comporta la seguente alternativa: se byw)=
=0( x|~2) per |a|—oco con «=>1, allora ogni soluzione limitata
della equazione (1) & necessariamente costante; se byx) = 0( x|~
con o< 1, tale risultato nmon & piu necessariamente vero (vedi
P’ osservazione 2).

11 risultato principale del presente lavoro & costituito dal teo-
rema 2; occorre perd premettere vari lemmi.

Notazioni ed ipotesi. - Sia Q un aperto di B”; con HYQ) ed H()
si indicano rispettivamente i completamenti degli spazi CHQ) e
C4Q) secondo la norma

n
I} Ly = 1| |20y + 2 [ va, | L3c0) -
=1

Con Hioe(:?) indichiamo lo spazio delle funzioni u definite in Q
tali che u e H4A4) qualunque sia !’aperto limitato A contenuto in

{(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei gruppi di ricerca ma-

tematici del Consiglio Nazionale delle Ricerche,
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Q colla sua chiusura. Nel seguito faremo le seguenti ipotesi, senza
esplicita menzione:

esistono due costanti positive M, v tali che
%
lag@)| <M, 2 ayle)d; >v|t]? per ogni x € R";
§, j=1

b, € Lioc(R") ed esistono due costanti positive K,, K, tali che, per
i=1, 2, ... n, risulti:

n
bi=0b;+ by, [bi@)| <K |2["veeR,  2|b[Lvrn < K
=1

Sia D un aperto contenente un intorno del punto all’infinifo:
DDijx: xe R, |x|> a con a >0

e sin e I—Ifoc(D) soluzione della equazione

n n
(1) /% ) QijWeQay + Z biu’xﬁ dx =0 Mo € CoOO(D)
! §==1

4, j==1

Indichiamo ancora con Q(y, 3) il cubo n-dimensionale cosi definito
Ry, d)={x: xe R", lo;—y;| <8 ¢=1, 2,..., n}
Possiamo ora enunciare il seguente

TroreMA 1. - Sia ueroc(D) una soluzione positiva della (1). Sia
x, € R" e posto d = x| — 4Vn, supponiamo d > 0. Allora esistono
due costanti positive p, e H, con H indipendente da ¢, tali che per
tutti i o > o, risulti

max w < H min u.
Qpto5 p) (oo, 2p)
Tale teorema verrd dimostrato attraverso vari lemmi seguendo
da vicino il procedimento usato da G. SrampaccuIA in [6] per
provare la disuguaglianza di Harwack. Cominciamo dal

Lemma 1. - Sie 6 un numero positivo e non wmaggiore di 2,
Allora nelle stesse ipotesi del teorema 1 esistono ire costanti positive
0,y Ky, B (K, e 8 indipendenti da p) tali che per ogni o> p, risulti

1 1/g 1 —1/B
(2) = [lulfde) <Kl [luf—fde) .

P *\p

Q(po , 6p) Qpxo 5 8p)
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DivosTraZIONE (vedi [6], lemmi 8.2 ed 8.3). - Si osserva che
la funzione v —:log u soddisfa in D alla equazione

n n n n
— = ( p a,»j’vw’_)xi + p b,"l};ci — ;0 fUzj =0
j==1 f==1 ¢ i=1 4, je=1 i

da cui moltiplicando per o® con « e CYQpx,, 26p)) (supposto od > a
in modo che Qpx,, 20p) = D) si ottiene

”n

T 0 Uy da =
) e
Qpw,, 20p)

" " "
:2/ ; 2 aij(l(xxi’l)mjdx + X / (b: + bé/)%?vmidw.
,j=1 f==1
Qpy, 28p) ’ Qpmo,20p)

Sia ora S(y, ) la sfera di centro y e raggio +; supponiamo
7 << 6p (sard chiaro dal seguito che basta limitarsi a considerare
questo caso). Sia poi x e CiS(y, 2v) [) Qlpx,, 200)), «=1 in Sy, r)[)

L oge

x e Qow, 269)):

2 ' 2 1/2 2 1/2
v | etvgdae << 2M / c<%,,dac> [ oczdoc) -+

Qo 26p) Qo , 28p) Qlos, 26p) s
K 1/2 ' 1/2 1/2 D

+ d—pi ( /anx oc%‘Z,dx) -+ K2( /a*widm) < /oc’dx)

Qlpmo, 20p)  Q(p@o, 20p) Q(py, 26p) Qlpao, 260)

da cui, per la scelta di «:
2 2 P . 2 9K i .

vi | vgda << 36 M agdae P mis [Qpx,. 20p) [ S(y, 2¢)] +

Qomy, 00)N Sy, 1) Qlpmo, 200) N S(y, 21)
n——2

+ 9K} mis [Q(ew,, 200) [} Sty, 2] » ,
e infine, con facili calcoli:
vt < H,rn—2
Qpo, 6p) NSy, 7)

ove H, dipende da K,, K,, d, v, M, 6, a, » ma non dipende né da
p nd da r; non & difficile vedere che tale disuguaglianza vale
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anche re r > 6p. Una semplice applicazione della disuguaglianza
di Scmwarrz fornisce

[1 v, | doe < Hor"—4, H, indipendente da p e da r.
Qpo, )N S(y, 1)

Cid significa che v, appartiene allo spazio «di MorrEY »
L, (Qpxy, Bp)) con morma (in tale spazio) non maggiore di H,.
Per un recente risultato di TrUDINGER (vedi [8], corollario) cid
basta per concludere che esistono due costanti positive H; ed
H, indipendenti da p tali che:

eHslv—vglda << H "™,
Q(pwo, 6p)

da cui in modo standard (vedi ad esempio [6] pag. 241) si trova
la (2) c.v.d.

Lievma 2. - Siano soddisfatte le ipotesi del teorema 1. Allora per

e, K, K (K, e K indipendenti da p) tali che per ogni g >, e
per ogni « e Ci(Q(px,, 0p)) risulti, posto v = ur:

L K I
3) f otz | * < K, f il /1’1}"dw.
Q{paxo, 0p) Qpwo , 0p) Qlowo, 6p)

DiMoSTRAZIONE (vedi [6] lemma 8.1). ~ Si verifica subito che la
funzione v = u” soddisfa alla equazione

" n " 1 1 »

Moltiplicando per «’v, ove « € CiQlpx,, 00)) e od > a, si trova:

1 n n "
(2 — —) [ . {1 aijoc’vw,.ijdx = — 2i ?:—1 /ocijonocwiv’vmjdm —
Qpag, 0p) = = Qpixy, Bp)
w
— = / (b; + b)) vveda;
=1 .
Qo ,i0p)

12

1 * 1/2
2= ' f «2vhde < 2M ( / oc"fv;.dx) ( f oci,'v?dx> +
Qpwo, 0p) Qpro, 0p) Qpaxg, 8p)

v
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+ é’%( /oc"v?dx>]/2 ( /oc”l)?cdm)llz +

Q(pao, 6p) Q(pay, Bp)
L e Y2 o2 0 \¥? 22
+ S'El [ b§ 2 qepams, 001 ( / wvda Gogde)  + | «Poude| .
&po, 6p) oo, Hp) Q(pxo 5 Op)

Qui § indica Ia costante della disuguaglianza di SoBoLEv

‘ 2n
f|w”L2,<Q)§S||wj|Hé(m wvw € Hi(Q), 2*=ﬁ"__2;

tale costante dipende solo da % e non da Q.

n
Essendo per ipotesi = IIbQ’HLn(Rn) = K, per ogni ¢>0 esiste un
i=1

»n
numero ple) tale che per ogni p>> pfe) risulti = |[b'||Lr(q(am,, 80 < &
=1

Pertanto, con una scelta opportuna di ¢ (in dipendenza da p,
v, S), si trova che per tutti i p > ¢(c) risulta

v

1 g 1/2 12
2——1—)! /oc%i,dx_<_(2M+sS)( /a%idw) </oc‘;'u“dm) +

Qoo Bp) Q(pao, 6p) Qpwo s 0p)
K 1/2 ) 12
+ ;al < foc%%w) ( /oc%fndw) .
Qipama, 6p) Qlpmo, 00y

Ne segue, con facili calcoli, che per gli stessi valori di ¢ si ha:

\ H
(6) wrdae < Hy | vida + = / «vda
Qlpag s Bp) Qoo 5 0p) Qloxs, 0p)
ove H, ed H, dipendono da M, v, 9, p, S, », @, d ma non dipen-

dono da p. Una semplice applicazione della disuguaglianza di
SosoLEv fa passare dalla (5) alla (3). c.v.d.

CoRoLLARIO. - Sia v € Hih(D) una sottosoluzione locale positiva
della (1), cioe risulis

8 n ”n
(6) /; 20,0 90, +‘_ibmmicp de <0 woe Ci{D), ¢»=>0.

i, j=1

Sia 0 un numero compreso tra 0 e 4. Allora esistono tre costanti
positive o5, Ky, K, (K e K, indipendenti da p) tali che, qualunque
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sta la sottosoluzione v, si ha, purché p > o;:

2 2 K
7 [(av)"~2dx§ n < K6foc§:v’dx + = [ atwrde.
Qlomo, 6p) Qoo 6p) oo, Bp)

DiMosTRAZIONE. - Ponendo ¢ = «*v nella (6), con « e Cj(Qlpx,, Hp)),
risulta:

n » "

p> 050 p Vo Aot < — 2 2 f ;0% D ot — 2 [ bvy W*odx.
jyi=1 v jy =1 v §=1 N
Qp®o, 0p) Qoo , 0p) Q(p%o 5 Bp)

Di qui si procede esattamente come nel lemma 2. c.v.d.

LemmMa 3. - Siano soddisfatie le ipotesi del feorema 1, sia 6
wn numero tale che 0 << 6 << 2. Allora esistono costanti positive p,,
K;, K, (Ky, e K, indipendenti da p) in wmodo che per ogni ¢ > p,
risulti:

- .
8 max % < K, L uidx 1 se q=>2
( ) Qoo ﬂp)_ 81 . n et
F Qoo 200)
i /g
(9) . minu > K, (ln wide se q < 0.
Q(()ml)) 9())

P
Q({)@o ’ 269)

DimostrazioNE (vedi [6] lemma 8.4 e teorema 5.1). - Poiché
la funzione v = u? soddisfa alla equaziome (4) se p <0 oppure
p=>1, per tali valori di p essa & sottosoluziome in D, cioé per
essa vale la (6).

Pertanto per tali valori di p vale la (7) (corollario del lemma 2)
purché p > p,; osserviamo che la (7) vale qualunque sia la sotto-
soluzione v e quindi le costanti p,, K, e K, non dipendono da p.

Dalla (7) e dalla disuguaglianza di HOLDER segue, se «e

€ Gyl Qpmo, 20p)):

(10) foczv’dac <[mis {x:xe Qpx,, 20p), cv==0] ]v%
Q(p2o , 26p)
. [Kefoc;v’dm -+ I-{{ foc?'v’dx] .
Qpao, 26p) Qpao, 26p)

In questa disuguaglianza si & potuto estendere gli integrali. al
cubo di semispigolo 20p perché nelle nostre ipofesi 6 <2, mentre
nella (V) si supponeva 6 <C4. A questo punfo osserviamo che per




COMPORTAMENTO ALL’INFINITO DELLE SOLUZIONI DI EQUAZIONI, ECC. 7

ogni costante k la funzione vy = max (v —k, 0) & ancora sottosolu-
zione in D se lo & v. Inolire scegliamo, per r < p: x e C{ Qlpx,y, 29p)),

2
w=1in Qlmy, 207), loul <=
tuendo v; a v, la (10) da:

pl Con questa scelta di « e sosti-

f (v — ky*dac < [mis A(k, o) - [(?%)7 + IP—(’] . / (0 — kyda

A, 1) Ak, p)

ove si & posto: Ak, ) = |x:xe Qpx,, 20f), vix) > k.
Poiche |p — r| <p, ne segue

f(v——lc)?dxg(? 4, - [mis A(%, ]n} (v — k)*da
Ak, ) Ak, p)

ove H, non dipende né da ¢ né da ». Inoltre per h >k si vede
facilmente che

(h — ) mis Ak, ) < / (- Eytdw < / (0 — ky'de.
Al 7) Ak, v)

A questo punto si procede esattamente come in [6] pag. 222
223 e si conclude che

1 1z
max v << H vidaet .
Qpxy, 8p)

Q(pwo, 26p)

ove la costante H; non dipende da p. Ricordando ora che v = u?
e pouendo g =2p se p=>1 e g=—2p se p <0 si ricavano la (8)
e la (9) (vedi [6] pag. 241-242). c.v.d.

Siamo ora in grado di dare la

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1 (vedi [6] pag. 242). Intanto dalle
(2) e (9) nelle quali si ponga 6 = 2, si trova che esistono costanti
B e K,y, indipendenti da p, ed un numero p, tale che per p> p,
risulti:

1 1B
(11) min 4 > K, ( - qum)‘ .
Qlpmo, 2p)

Q(P%y 4{’)

Inoltre la (8) per 6 ==1 fornisce

12
mau\u,<K(1 }u )
Qpo 5 p) e’
Q((ﬂo, 2p)
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la quale & valida per tutti i p>>p, e la costante K, & indipendente
da p. Lia tesi del teorema 1 sard dunque provata umon appena si
faccia vedere che esistono costanti p, e Ky, (quest’ ultima indipen-
dente da p) tali che se p > p, risulti:

1/ 12 1 7 1g
12) (?,- ] u’doc) <K, (W J uadx> .

Q(@o, 2p) Olp®o, 4p)
" 2%

Per dimostrare la (12), posto x =, 8= 9 supponiamo che
Bys =1 per tutti gli s interi (tale ipotesi non & restrittiva perche
si pud sostituire a § un mumero un pd pilt piccolo, col che la (11)
vale ancora). Sia poi kb un intero tale che fy">2. Poniamo ancora

BYs = gs, Ts = 2p (3 — %) e scegliamo %€ Cj(Q(px,, 7)), «=11in Qlex,,
h
Fott)s |ocx|§§ . Applicando il lemma 2 con tale scelta di «, con
s
=2 e con v = u?, si trova che, per s=0, 1,2,..., h—1, esistono
costanti p(s), K,s), K;(s) tali che per ogni p> p(s) risuldi

7 7y K )
( /uqs—}-adx)'( < K4(s)j wgulsde + —éi)juqsdw <

Qlp%o, 7 py) O(pato, 7)) Qlptss )
K ? 4 K '
< S KD [ g
Qlemo, 7)
da cui, con facili ealeoli:
_r X
i q T/ \4
(13) (’P"'ﬁ f%qs+idoo> S+1,<~H9(S) (5@ ] uqua:) :
Qlpo, roy.y) @y, )
Se si sceglie p>max |p(s)is=1, 2,.., h — 1} si possono molti-
plicare membro a membro le (1) per s=1,2,.., h—1 ottenendo:
1
1 1/2 i ) P 1 7 1/8
(W f/uﬁdw) _<_(?; ] uqhdx)q"g 1 Hys) - (ﬁ ] uﬁdoc)
Q(p%o, 2p) Qpxo, 2p) =0 . " Qoo s 4p)

la quale non & altro che la (12) e vale per ogni ¢ >> max p(s).
8

Poichd p(s) & funzione solo di § (oltre che di s) e § non dipende
da p, e poiche anche k dipende solo da B, maxp(s) & un numero
s

certamente finito. Analogamente ogni costante Hos) dipende da B
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attraverso s ma non dipende da p. Pertanto la (12) sussiste, e il
teorema 1 & dimostrato. c.v.d.

COROLLARIO DEL TEOREMA 1. - Sia A un aperto limitato ¢ con-
nesso di R* tale che 0 ¢ A, e sia oA =%x:xeRn’ g’GA .

Sia w come nel teorema 1. Allora esiste una costante H(4), dipen-
dente da A e non da p, ed un numero p(A) tale che per ogni p>> p(4)
risults

max # < H(4) min u.
oA pd

DIMOSTRAZIONE. ~ Sia p, un numero tanto grande che sia pos-
sibile ricoprire p4 com un numero finito w di cubi del tipo Q(x, 1)
ove {x;| > 4Vn per i =1, 2, ..., m. Risulta allora

ped = U Qe ¢)-

Se p & abbastanza grande si pud applicare il teorema 1, iteran-
dolo al massimo wm volte, che da:

max® << max | max #|<<H"™ min { min «|<<H" min u
ppod 1=t==m  Q(px,, p) 1=sim Qp,, 2p) ppod

da cui facilmente la tesi. c.v.d.

TrorEMA 2. ~ Sia ue H (D) una soluzione dell equazione (1).
Allora se w & inferiormente (o superiormente) limitata in D, esiste

4l limite di w(x) per |x| che tende all infinito.

DimosTrAZIONE. - Ilssa segue dal corollario precedente come
in [1] o [6]; riporto la dimostrazione per completezza.

Sia L = min lim #(x). Se L = - oo non ¢’ & nulla da dimostrare;
je]—> 00

siccome L > — oo per ipotesi, sia L finito. Fissato ad arbitrio
¢ > 0, consideriamo la funzione w = 4 — I 4 ¢. Hsiste un numero
%> 0 tale che w(x) > 0 per |x| > 7; inoltre esiste una successione
jx,! di punti di D tale che |ax;|=n, |x,| 7 + oo, |n(x,)] < 2¢.

Prendiamo ora come insieme A nel corollario precedente ad
esempio la corona sferica {1 <|x|<(2|= (. Siano p, numeri
tali che wn € 0, C. Dal corollario precedente segue che esiste un
intero m, tale che per ogni m =>m, sia

max w < H(C)min w < 2H(C)e.

Cc C

e m Pm
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Per il principio di massimo (vedi [6] corollario 8.2) & anche
max wwx) < 2H(C), da cui |w(x)— w(y)] = |ulx) — u(y)| < 4H(C)e

121210

per ogni coppia x, y con |x|, |y |=|%m,|. Data I’arbitrarietd di s
¢id prova che esiste il limite di w(x) per [x| che tende all’ infinifo,
o ecioe la tesi. c.v.d.

CoroLLARIO 1. — Sia we H} (R") soluzione della (1) in tutto B"™.
Allora se w & superiormente (o inferiormente) limitata, u ¢ iden-

ticamente costante.

DiMosTRAZIONE. — Dal teorema 2 e dal principio di massimo
([6], corollario 8.2) segue subito che % = lim u(z). c.v.d.
{2600

CoroLLARIO 2. - Sia ue Hi (D) soluzione della equuzione (1.
Allora o w tende ad un limite (finito od imfinito) per |x| che
tende all infinito, oppure esistono due costants positive B e y tali

che per ogni r abbastanza grande risulti

max u{x) > Br', min u(x) < — Br'.
[op|== Joe] =r
DiMOSTRAZIONE. - Coincide con quella di [7] utilizzando il

teorema 2.

OsSERVAZIONE 1. — Se b, == 0, SErRRrIN in {5] ha dimosirato che
il limite di w(x) per |x| che tende all’infinito nel teorema 28
necessariamente finito. Non so se ¢id sia ancora vero nelle nostre
ipotesi.

OSSERVAZIONE 2. — Se (bjx), > K|x!—% con o<1 per |x| abba-
gtanza grande, il corollario 1 e quindi anche il teorema 1 non sono
pilt necessariamente veri. Cid si vede col seguente esempio. Sia
0 < « < 1; consideriamo !’ equazione

signx, ou

M T e
Tssa ammette la soluzione (dipendente dalla sola ay):

x|yl
dt

w(x) == uixy) = ¢; + C2 ’ e‘d, 1ftady.

0

Si verifica facilmente che questa funzione & limitata in tutto
R" ma non & costante; pertanto in questo caso il corollario 1 non
vale.
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