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Confronto tra due modi di definire le disuguaglianze
per le funzioni di H'?(0).

Mavurizio CHrcco (Genova) (*)

Summary. - I prove that inequalities in the sense of H1?(Q), for functions
of this space, are equivalent to imequalities in the sense of capacity with
respect to 0.

1. — Introduzione.

T ben noto che le funzioni di H»(Q) si POSSONO ¢« precisare »
in 2 a meno di insiemi di capacitd nulla (vedi [3]). In molte cir-
costanze tuttavia sorge il problemsa di precisare tali funzioni anche
sulla frontiera di £ (vedi[7]). Per tale problema conviene intro-
durre, piuttosto che la ordinaria capacita della teoria del poten-
ziale, la capacita rispetto ad £ (definita in [4]). Si dimostra infatti
nel presente lavoro che, per le funzioni di H#(Q), le diseguaglianze
nel senso di H7(Q) (vedi [6]) coincidono con le diseguaglianze nel
senso della eapacita rispetto ad £ (per I’enunciato preciso si veda
il teorema 2).

2. — Notazioni e ipotesi.

Sia £2 un sottoinsieme aperto limitato e connesso di B con #> 2.
Sia - 1<p <n e siano H*»(Q), H*(£2) gli spazi ottenuti completando
rispettivamente C1(Q), Ci(£2) secondo la norma ..

n
[ | grriay= [u HL,,<!2)+ 2 ”.um“Lp(!)) .

i=1

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del « Centro di matematica e fisica
teorica » del Consiglio Nazionale delle Ricerche presso I'Universitd di Genova.
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Sia B un sottoinsieme compatto di £, k costante, u € H*?({2).
Diremo che u <k in B nel senso di H¥?(2) se esiste una successione
u; € C1(3) tale che w;<k in B e lim |1 — %;] o= 0. Poniamo poi

(1)  max*w=inf {k: u<k in B nel senso di H*7(Q)}.
B

Definiamo la capacitd di B rispetto ad £: & il numero
() capg B = inf {|f|fuse: f€ 01, j>1 in B}.

Invece la ordinaria capacitd di B si definisce nel modo seguente:
(3) cap B = inf {|f.|2 4 f€ O3(B"), f>1 in B}.

(Questa capacita & connessa con quella della teoria del potenziale:
vedi [8]) (%).

Le definizioni di eapacitd (2) e (3) non sono sempre equivalenti
(si veda la proposizione in appendice). Vale tuttavia il seguente

LEMMA 1. — « Sia B un sottoinsieme compatto di Q. Allora esiste
una costante K,, dipendente da n, p, £ tale che

(4) capo B< K, cap B.

Sia soddisfatta una (almeno) delle seguenti condizioni:
@) la frontiera di Q ¢ localmente lipschitziona;

b) Paperto Q gode della proprietd di cono;

3

¢) B ¢ contenuto in L.

Allora esiste una costante K, dipendente da p, n, Q2 ¢ dalla di-
stanza tra B e 042 tale che

(5) cap B< K, capp B ».

DIMOSTRAZIONE (tratta in parte da {2]). — Bia e> 0, ve Cy(R™),
v>1in B, |07, zm<cap B+ e Per noti teoremi sugli spazi di
SOROLEV esiste una costante K, dipendente solo da n e p tale che

(6) ful . < K], mm
1 RB™)

P

(*) Ovviamente le quantita definite nelle (2), (3) dipendono anche da p.
Essendo p fissato, non si & indicata tale dipendenza per comodita di nota-

zioni,
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per ogni uwe Of(R"). Dalla (6) e dalla diseguaglianza di HOLDER
segue

[l grrgy <[1 4 Ky (mis )] [u, ”L,,m")
per ogni u e Cy(R*). Da cui:

capg B <|v] 500 <[1+ K, (mis Q)1 ]|, “Z,m"; <

<[1+ K, (mis )™ (cap B +- ¢).

Per Parbitravieta di ¢ si ottiene la (4).

Dimostriamo la (5) nella ipotesi a). Per noti teoremi (vedi ad
esempio [1]) esiste in questo caso una costante K, dipendente da £,
n, p tale che se uwe YD) esiste una funzione % e CyB™), u=1
in £, ”'ﬁ”zzl'f'ua")<K4”%“m'1’(!))‘

Bia £>0, ve0YQ2), v>1 in B, [v]|5usg<capy B+ e Allora
esiste ¥ Cy(R") con ¥==v in Q, 8] .r0m<Ki|?|mrq . Ne segue:

cap B< |9, HZ,(R”) < K| v|fero < Ki(cape B+ &),

e per D'arbitrarieta di ¢ si ottiene la (b).

Dimostriamo ora la (5) nella ipotesi b). Hssendo 2 dotato della
proprietd di cono, per [B] teorema 1.I esiste un numero finito di
aperti 2, 2,, ..., 2, ciaseuno dotato di frontiera localmente lip--

]
schitziana e tali che iUIQi: Q.
Si ha allora: -
po— l ——
(7) capB=capBNQ=capBn U Q,=
=1

[

1
= caJpU BN 2, <>cap BN L2,.
=1 i=1

Per quanto gid dimostrato nel caso a), risulta
(8) cap BN Q< H; capy BN Q; (==1,2,...,1)

ove H, sono costanti dipendenti da p, n, Q,.
Dalla definizione (2) si deduce facilmente che

(9) capg, BN 2,<capy B (t==1,2,...,1)
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Dalle (7), (8), (9) si ha infine

1
cap B<> H, capy B

=1

1
e la tesi & provata con K,= > H,.

i=1 .
Dimostriamo ora la (B) nella ipotesi ¢). Sia scelta come nel
caso a). Bssendo dist (B, 002) > 0 esiste una funzione ¢ € C3(£) tale
che p=11in B, 0<p<1 in 2, |p,|<K;, ove K; dipende solo dalla
distanza tra 02 e B.
Risulta allora

(10) I (‘P’U)m“z,(!)) <Is|v)lgoro

ove K, dipende da p, n, 2, K. Dalla definizione di cap B, dalla (10)
e dalla scelta di v segue:

cap B< |[(9v)a 2, < K3 [0]|Zer@ < Ki(capa B+ ¢)

da cui la tesi, c.v.d.

B possibile definire la capacitdy rispetto ad £ anche per sotto-
insiemi non compatti di 0. Sia A un insieme relativamente aperto
in Q (cioé A= A, N Q con A, aperto in R"). Allora si pone
(11) capg A = sup {capy B: B compatto, Bc A} .

Se poi G & un sottoinsieme qualunque di £, si pone

(12) capg G = inf {capy 4: 4 0 G, A relativamente aperto in .Q} .

A questo punto occorre far vedere che la (12) & coerente colla (2),
nel caso in cui G sia compatto. Basta dimostrare che, se G & com-
patto, fissato ¢>0 e presa una funzione g€ 0y(R), g>1 in B, esi-
ste un insieme A relativamente aperto in 2, A 5@, in modo che

(13) capg A <95 v+ €
Come insieme A basta prendere il seguente:

A={w:awe, glo)>1—n}
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ove n & scelto in modo che

(14) 1g15era<@—n)? [lgl5era+ €] -

Ovviamente 4 > @; A & relativamente aperto in {2 perché Q2— A4
¢ compatto. Inoltre se B & un compatto contenuto in A risulta

kg

e Lo
Py (] ___n)p ”g”H [(2 0]

[
cap B<“«~——
e dalla (14):
capg B<|g|hro+ €5

cioé, per la (11), si ottiene la (13).

La capacith rispetto ad 2 cosi definita é una funzione d’in-
sieme subadditiva (proprietd ben nota per la capaciti della teoria
del potenziale). Cioe vale il:

LEMMA 2. - « Sig {G},ey wna successione di sottoinsiemi di Q.
Risulta

capg (U1 Gi) <> capoGir.
L= ‘=1

K3

DIMOSTRAZIONE. — Sia ¢ > 0. Siano A4, dei sottoinsiemi relati-
vamente aperti in £ tali che 4,06G; e

(15) capg A< capy G+ 2-ic (1=1,2,..).

Essendo U A; relativamente aperto in , dalla (12) si ha:

=1

=

(186) capg (91 Gi)< capg (lj Ai) .

Sia F un compatto contenuto in U 4,. Allora esiste un intero m

t=1

con FclU 4;. Siano P, (i=1, 2, ..., m) dei compatti tali che F',c 4;,

g=1

U F,= 7. Dalla (2) si verifica facilmente che
i=1

(17) capo F <> capy I, .

=1
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Dalle (17) e (11) si ricava:

n ) .
capg F< D cape 4,< S capo 4
=1

i=1

da cui, per la (11) e per Parbitrarietd di F:

(18) caPo (U Ai\)< S capg A
: i=1

=1

Dalle (15), (16), (18) infine:

caPa (Ul G,-) < capg (U1 Al-) < capg 4,< ) capoGite.
g= g 1

i=1 Fe=1

Dallarbitrarieta di e segue la tesi, c.v.d.

3. — Risultati.
TEOREMA 1. — « Sia ue Hi2(Q), ;€ CYQ), lim [p;—u | gormey ==0-
j—>
Allora esiste una successione {ps} estratia da {p;} che comverge in
tutts © punti di Q salvo che in quelli di un sottoinsieme di £ avente
capacits nulla rispetto ad Q. Inoltre per ogni &> 0 esiste un in-
sieme A relativamente aperto in £ tale che capg A < & e la sucoes-

sione {p;} converge uniformemente in Q2 —A .

DIMOSTRAZIONE, — I ben ndvta, (vedi ad esempio [3]) e la riporto
soltanto per completezza. Sia {y.} = {pn} una successione estratta
da {p;} in modo che la serie '

2 20|y — L7
=0

sia convergente.
Poniamo

B,= {: weQy |pil®) — ()| >27Y, A= Uum,.

l=h
Dalla (2) segue subito:
capg B <2 [pin—¥ilimr@

e dal lemma 2:

capg Bi< 2 2 |9 — il era -
I

=h

M

CapPo Ah<

1

1=h
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Di qui si deduce che

lim Ca)pg Ah= O .

h—> o
D’altronde si vede subito che in 22— A4, la successione {v} con-

verge uniformemente. Tenendo presente la (12) si ha facilmente
la tesi, e.v.d.

OSSERVAZIONE. — Il teorema precedente permette di precisare
le funzioni di H*»(2) in tutti i punti di £2 salvo che in quelli di
un sottoinsieme di 2 avente capacitd nulla rispetto ad Q. B facile
verificare l'indipendenza della funzione u cosi precisata dalla sue-

cessione @; € CY(2), lim |g;— %] 400,= 0, di partenza.
>

Possiamo ora enunciare il risultato principale del presente lavoro.

TEOREMA 2. — « Sia we HY?(Q) precisata nel senso detto sopra.
Sia B compatto, B contenuto in 2; risulta

max*u = inf {max u: capy F= 0} ».
B Fa B—F .

DIMOSTRAZIONE. ~ Poniamo
my=max*u, my=inf{maxwu: cap, ¥ =0}
B ra B—F

¢ facciamo vedere intanto ':che my=m,. Fissato e > 0, esiste una
successione u; € C*(£) tale che u,<m;+ ¢ in B e lim |4 — %] g1.09,= 0.
. j—>

Dalla dimostrazione del teorema 1 segue che una successione estratta
da {u;} converge in tutti i punti di £ tranne che in quelli di un
sottoinsieme F di £ avente capacitd nulla rispetto ad 2. Ne segue
che u<m,+ ¢ in tutti i punti di B—F, da cui m,<m,+ ¢. Per
Parbitrarieta di ¢ & my<m,.

Dimostriamo il viceversa: per assurdo sia m, > m,.

Scelto ¢ in modo che 0<<e< (m;—m,)/2, per definizione di
m?x*u egiste una successione w;e CYD), w,<m;+ ¢ in B,

Hm |4 — ] giogy= 0. Posto 4,= {w: 2B, #;(®) >my — ¢} vediamo

che risulta lim cap, 4,== 0. Infatti per definizione di m, esiste un

j—>c0
insieme F tale che capo F=0 e u<m,+ ¢ in B—F. Per il teo-
rema 1 fissato 6> 0 esiste un insieme A4 relativamente aperto in £
tale che capo, 4 <<d e lim w,(#) = w(«) uniformemente in B— A.

Ne segue, per la scelta di ¢, che definitivamente ¢ A4, c 4. Per-
tanto resta provato che lim cap, 4;= 0. Allora esiste una successione
§—> -
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(pjeﬂl(!j) tale che: (p7<0 in Q-, (])]g-"‘Z(z‘ in .A,', llm ”(pj”hx.zr(g): 0.
Da cui si ottiene: ¢, u;<m, —e¢ in B, lim |g,+ Uy — U || gro= 0,

il che & assurdo per definizione di m,, c.v.d.

4. — Appendice.

Le definizioni (2) e (3) non sono sempre equivalenti, come si
puod vedere dalla seguente

PROPOSIZIONE. — « Sia B un insieme compatio limitato di R"
avente misura nulla e capacita positiva. Allora esiste un insieme $2
(dipendente da B) aperto e limitato in R", tale che QDB e

capo B=0».

DIMOSTRAZIONE. — Osserviamo innanzi tutto che insiemi B come
quello descritto sopra esistono: basta prendere come B ad esem-
pio la frontiera di un aperto limitato regolare.

Dato B, definiamo i seguenti insiemi:

. 1
Ay = {x zeR 5 m< dist («, B) < 279}
per k=1, 2, ... Poniamo poi
0=U4,.
k=1

0 & un insieme aperto limitato in E* la cui chiusura contiene B
Consideriamo le funzioni

0 per ze A, ud, A, U... U A,
(@) =1 1 per 2 d, U AU ...

1 per zeB .
Risulta (thOI(Q—), pr==1 in B, [@w|pro= mis(U Ak) per h=
=1,2,... Se ne deduce o

+ | .
lim “ Pn ll VP T 0
h—rc0

‘e ¢id prova che capg B=0, c.v.d.
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