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ESTRATTO

Esistenza ed unicitd della soluzione
di una disequazione variazionale
associata ad un operatore ellittico
del secondo ordine a coefficienti discontinui.

MaAurizio CHICCO (*)

SoMMARIO - Nel presente lavoro si congidera una disequazione variazio-
nale associata ad un operatore lineare ellittico del secondo ordine
in forma di divergenza e a coefficienti discontinui. Si prova che la
disequazione variazionale ammette una ed una sola soluzione nella
ipotesi ehe il primo autovalore dell’operatore ellittico associato sia
negativo ovvero (cid che & lo stesso) se per tale operatore vale il
principio di massimo generalizzato.

1. - Introduzione.

Il presente lavoro & una continuazione di [6] in cui si danno
teoremi di esistenza ed unicitd per la soluzione di una disequazione
variazionale associata ad un operatore lineare ellittico del secondo
ordine, in forma di divergenza, a coefficienti discontinui e non
(necessariamente) coercivo. In [6] si faceva tuttavia Iipotesi che

n
1) ¢ — 2 (d);, = 0 nel senso delle distribuzioni.
=1

(*) Indirizzo dell’A : Istituto Matematico - Universitd di Genova -
Via L. B. Alberti, 4 - Genova.

Lavoro eseguito nell’ambito del Laboratorio di Matematica Applicata
del C.N.R., Genova. )
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Nel presente lavoro tale ipotesi viene sostituita con un’altra
pitt debole la quale si dimostra sufficiente per lesistenza, unicita
e la continuitd della soluzione della disequazione variazionale.

Tnoltre nel presente lavoro viene estesa la clagse di «ostacolin
per i quali & valido il teorema di esistenza ed unicitdh. Mentre in
[6] si supponeva che la funzione ostacolo p fosse tale che

esiste fe L, (2), con p > n, tale che
(2) pe HL(Q), p< 0 su 92, aly,v) = /fvdac
per ogni v € H{(£), 2

nel presente lavoro si suppone solo pe& H(Q)nCo (L), p<0su o8.
Nel paragrafo 6 si dd qualche risultato anche nel caso p € Co(£),
p < 0 su 982
Lavori precedenti che trattano problemo simili, pur con ipotesi
diverse, sono ad esempio [4], [5], [7], [10] oltre al gia citato [6].

2. - Notazioni ed ipotesi.

Sia © un insieme aperto e limitato di R®, con n = 3.

T risultati valgono anche per n = 2, pur di modificare qualche
esponente di sommabilitd negli spazi funzionali considerati. Si sup-
pone che la frontiera oL di Q sia abbastanza regolare, e precisa-
mente che 2 sia H}(£2) — ammissibile (vedi [8]). Cio si verifica ad
esempio se §£2 & rappresentabile localmente come grafico di una
funzione lipschitziana.

Siano HL(Q) e HL(S2) gli spazi di Hilbert sui reali ottenuti com-

pletando rispettivamente C'(£2) e 0}(L2) secondo la norma
n
|l asey = lwlliyey + 2 lug e -
i=1

Sia 00’3(5) lo spazio di Banach delle funzioni holderiane di

esponente 4 (0 <1< 1) in Q, ciod delle funzioni w per le quali
¢ finita la norma

fullcor@y =

= max|u| + sup {|u(@) — w(zr )| a8 — o |2, wrefd,x F ).
2
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Siano ay€ L,(2), be L,(Q), & Ly, () (,j=12,..,n),

n
e Ly (2), p > n, ¢, costante positiva, > a4 = ¢|t]* q. 0.
in 2 e per ogni te R”. 1,7=1
Sia a (.,.) la forma bilineare su Hj(2) x Hy(82) cosi definita

alth, v) = f% Dy Uy, vy + > (byuy v +d wv,) +ouv f do.
% i=

n BIT1 i=1

Data una funzione e HI(£2), un sottoinsieme compatto B con-
tenuto in £ ed un numero reale k, si dird che # < k in B nel senso
di H'(2) se esiste wuna successione wu;(j=1,2,..) tale che

we CL(2), w;<k in B(j =1,2,...) e im [ — umg = 0. Nel
j

caso in cui B = £, si potrebbe dimostrare che 4 < k in £ nel senso

di HY(£2) se e solo se u <k q.o. in £2. Useremo pertanto indiffe-
rentemente i due tipi di disuguaglianze se B = £2.

Sia o una funzione di HL(Q) n C°(£2) tale che si possa estendere
ad una funzione, ancora denotata con w, appartenente ad HY£2,),

essendo £, un aperto contenente £ (cid si verifica senz'altro se la
frontiera 92 & localmente lipschitziana). Sia inoltre p < 0 su §82.
Indichiamo con k l’insieme (convesso e chinso in Hy(£2))

E=pweH{(Q) :v=y q.0 in 2}.

Per ulteriori proprietd degli spazi H(£2), HAE) e della forma
bilineare a(.,.) in connessione con le equazioni ellittiche di tipo
variazionale si rimanda a [9].

Iipotesi pitt importante che si fard nel presente lavoro & questa :

esiste mna funzione w € HY(Q) tale che w = 0
(4) g. 0. in Q e risulta a(w, v) > 0 per ogni v € CH(L2),
v> 0 in £, v(x) > 0 per qualche » € L.

Per i risultati di [2] tale ipotesi (4) & equivalente alle (4'), (47)
seguenti :

S per ogni funzione w e H'(2) tale che » < 0 su ¢£2 nel senso
(4" di HY(Q) e a(u,v) < 0 per ogni ve H{2), v=0 q.o0. in Q,
risulta # < 0 ¢. 0. in £
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detto A, Pautovalore del problema al contorno
(@) : { alw, v) + Aldy V0 = 0 per ogni v€ Hy D),

u € Hy(£2)

avente massima parte reale, risulta A, < 0.

Tali ipotesi sono senz'altro verificate ad esempio se vale la (1)
(vedasi [1], [9]) oppure se la forma bilineare a(.,.) & coercitiva su
HY(R) (vedi [9]).

3. - Lemmi preliminari.
Nel presente paragrafo si proveranno esistenza ed unicith della
soluzione w €k della disequazione variazionale
alu, v —u) =0 per ogni vek

con un’ipotesi supplementare, gia utilizzata in [6]: ciod si suppone
che esista una funzione f e L,(2) (con p > n) tale che a(y,v) =
= ffvdm per ogni v € Hg(£2).

2

LEMMA 1. Siano soddisfatte le ipotesi clencate mel paragrafo 2, ed
inoltre esista wna funzione f € Ly Q) (con p > n) lale che a(yp, v) =

= / fodaz per ogni v € Hy(Q). Allora esiste una solugione u apparte-
‘0

nente o kN OO(Z?) della, disequazione variazionale

(5) alw,v —u)y=90 per ogni vek.

DIMOSTRAZIONE. Basta ripetere parola per parola quella di {6]
(teorema 2.3), osservando che per la ipotesi (4') & ancora verificato
il «principio di massimo generalizzato ». Pertanto & ancora vero
che u, > v in Q, essendo u, le approssimazioni di u di cui si parla
in [6]. Il resto della dimostrazione del teorema 2.3 di [6] non
cambia.

LaMMA 2. Siano soddisfatte le ipotesi elencate nel paragrafo 2, sid
welknCo(Q) una soluzione della disequazione variazionale (B), sia 2
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wna funeione di HLY(Q) tale che z>= 0 su 9Q (nel senso di HY(2)),
p<zqo inQeav)=0 per ogni ve HyD), v=0in 2. Allora
visulie w <2 ¢. 0. in £.

DIMOSTRAZIONE. Essendo sia u sia y funzioni continue in £,
I’insieme

(6) B={zecl : ua) =y}

& chiuso. Allora, come facilmente si verifica, la funzione w & solu-
zione nell’aperto 2\ B dell’equazione

(7 alu,v) =0 per ogni v e HY L\ B).
Inoltre per le ipotesi fatte su z risulta pure
(8) a(z,v) > 0 per ogni ve HYO\B) , v=0 q.0. in AN\ B,
da cui subito
(9) a(w—z,v) <0 per ogni veHYA\B), v>=0 q.o0. in X\ B.
Dalla definizione di %, dal fatto che «# € k e per le ipotesi fatte
sm 2z, segue che u—z< 0 su 92 nel senso di H(L). Per quanto
rignarda 9B (cio® la frontiera di B) si ha: 2>y su 9B nel senso
di HY(R) ed u = p su 9B nel senso di HYL) (si veda ad esempio
[3]). Pertanto & pure u—z< 0 su 9B nel senso di H'(LQ), ed infine
(10) u—z < 0 su g2\ B) nel senso di HY(L).
Dalle (4'), (9), (10) si deduce
(11) <z g.o0.in O\ B.

Essendo poi per definizione u(z) == y(x) per ogni xeB e p< 2
in B nel senso di H!{(2), si conclude che # < 2z q.o0. in Q.

LuEMMA 3. Siano soddisfatte le ipotesi del lemma precedente, sio

wekn C’O(é) soluzione della disequazione wvariazionale (5), sta
w eHY Q) , v, <0 su 92 nel senso di HYQ) , v <y, q. 0. in Q.
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Sia uw, € HY(&) , wy = ¥ ¢ 0 in Q, una solugione dello disequazione
variazionale

(12)  afuy 5 0—U) = 0 per ogni v e Hy(Q), v= 17, ¢ 0 in 2.

Allora risulta w < wy, g 0. i 2.
DraosTRAZIONE. Ponendo nella (12) v = % + ¢ con @€ Hy(),
=0 q.o in 0, si ottiene che

(13) a(u,, )= 0 per ogni ¢ e HYQ) , p=0 .0 in .
Pertanto, essendo pure ¥ = P = % 4. 0 in Q, si pud applicare
il lemma precedente (ponendovi z = Uy) ottenendo, come si voleva,
che w<u, g.0.in £.
TEMMA 4. Siano soddisfatie le ipotesi del lemma precedente, s

0 della disequazione variazionale (B). Allora esi-

welkn o) soluzione
ste wna costante K, , dipendente da n, £ e dat coefficienti della forma

bilineare af(.,.), tale che risulti

mMax % < K, max(maxy, 0).
2 Q

DIMOSTRAZIONE. Per Pipotesi (4) la soluzione w del problema di
Diriehlet
a(w,v) = 0 Dper ogni v e Hy($2)

(14)
w—1 e H§£)

(certamente esistente ed munica per la teoria di Riesz-Fredholm e
perché per la (47) lo zero non & autovalore del problema (14)) &
non negativa in Q. Inoltre per il Corollario 1 di [2] w & stretta-
mente positiva in ogni compatto di £, ed & holderiana in £ per
le ipotesi fatte su 08 e per i risultati di [9]. Pertanto risulta

min w > 0. Essendo weOO(ﬁ) e p<0su of2, si ha
]

plo) < Kyw(w)  per ogni xef

pur di porre K, = (min w)~l max {maxy, 0f.
0 7]
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Allora la funzione K, w si comporta come la funzione z del

lemma 2, in guanto & non negativa su 82 (nel senso di H'()) e
non inferiore a v in Q, mentre a(Kyw,v) = 0 per ogni v € HQ).

Dal lemma 2 segue quindi

(16) u(w) < Kyw(x) per ogni we Q.

Ricordando la definizione di K,, dalla (16) segue

w(z) < (max w) (min )™+ max { maxy, 0} per ogni » eQ
Q 7] Q

pertanto il lemma risulta provato con K; = (max w) (min w)*.
Q Q

LEMMA 5. Siano soddisfatte le ipotesi del lemma precedente, siano

Uy Py Uy 5 Wy, cOme nel lemma 3, sia tnoltre a (py , v) :/ fiv da per
Q

ogni v € Hy(8), ove f, € L,(8) (con p > n). Allora esiste una costante

K, dipendente da n, € e dat coefficienti della forma bilineare a(.,.)
tale che risulti

0<u—u< K max (p,—y) q.o0.in Q.
7
DIMOSTRAZIONE. Per le ipotesi fatte la funziome g, & continua

in Q2 e quindi ivi limitata. Sia w la soluzione del problema di

Dirichlet (14); come si & gid osservato risulta minw > 0 e w &

hoélderiana in 2. Posto 2

K, = (min w)™' max (y; — v)
o 7]
risulta evidentemente

(17 p—p< Kw q.o0. in Q.

Posto
B, = foel wy (@) = (@) $

Pinsieme B, & chiuso e si ha

(18) a(u; , v) =0 per ogni ve HH O\ B,).
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Poiche & pure, come §i verifica facilmente,
(19) a(u,v) = 0 per ogni v e H§($2), v= 0 q.o. in £

ne segue

20)  o(u,—u, V) = 0 per ogni v € HY\ By, v= 0 q.0. in O\ B, -

Poiche w, u, € Hy(R2) & u,—% = 0 su o2 nel senso di HYQ).
Tnoltre & u, =, s& 0B, v =¥ 0. in 2, e quindi u;—4 =Y, —Y
su B, nel senso di HY(Q). Dalla (17) segue quindi

@1 u,—u < Ko su 98\ B;) nel senso ai HY Q).

Dalle (14), (20) si ha
a(u, —u—Eyw, ) = 0 per ogni v e Hi(2\ B))

ed essendo pure, per la (1), u,—u—Kw = 0 su o(\ B;) nel senso
di HY(Q), per la (4) si deduce che
w,—u < Ko q.0- in @\ B, -

,v=0 q.0.in ON B,

Per la definizione di B, e per la (17) la stessa disuguaglianza

vale q. 0. in £.
Ricordando la definizione di Kyel

0 < u,—u< K max (p,—vy) Q. 0. 1in o,
Q

1 lemuma 3 si ottiene infine

essendo K, = (max w) (min w) ™ Qi osservi che la costante K, éla
2 Q
stessa del lemma 4.
LEMMA 6. Siano verificate le ipotesi del lemma 4 ¢ sin w ung

soluzione della disequazione variazionale (8).
Allora esiste una costante K,, dipendente da n, 2 ¢ dat coefficientt

della forma bilineare a(.,.), tale che risulti
La(”)]

n 1
ove si & posto per brevitd pt = mawx (y, 0) ¢ pi = { > (t/)ﬂiir .

i=1

W

< K, {ma;xgu* + \1/):
Q

1
EXC)
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DIMOSTRAZIONE. Evidentemente la funzione p™ appartiene al
convesso k pertanto, essendo u soluzione della disequazione varia-
zionale (5), si ha

(22) a(u, u) < a(u, 1/)"l—)

cioe

Coon (on
(23) PIRTES Uy, A0 = —/{ 2 (b + d)ug, u + mﬁ} dx +

7,i=1 =1
Q

* n n
+ / { z @y uxi 'P;, + z (biuxiwuk'*’ di“ 1/’;;2) +cu y)’{"} du .
o =1

i, J=1

Poniamo ancora, per brevitd, M = maxw , M, =max y.
Q Q
Dalla (23) e dalle ipotesi fatte sui coefficienti della forma bili-

neare a(.,.) si deduce allora

+

Ly (&)

+ M+ Vs

Ly (2)

(24) ¢, || %y Uy Uy

< K, {M

1Ly (£2) Ly (2)

Vo

|
Uy +MM1}

+ M,

+ M
{1 L2 (2) Ly (@)
ove la costante K, dipende dai coefficienti della forma bilineare
a(.,), da n e da Q.

Dalla (24) si deduce, con faecili caleoli

"2
u:v

l2

(25) ¢, ||ty

< K; [317

Ly (2)

1
+(2+-~)Me+
4

.[_

e el 2
g )|V e V2 T ay) T

dove # & un qualunque numero positivo. Secegliamo 7 = ¢,/2K 5 3
ricordando che per il lemma 4 & M < K M, dalla (25) si oftiene

2
s .
Ly (@)

2
P SI(GIVJV[%--[— qu;‘
L; (Q) A

Uy

' l
(26) i
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egsendo ancora Ky una costante dipendente da m, 0 e dai coeffi-
cienti della forma bilineare al.,.) . Poiché » e Hi(Q2), per note pro-

tale spazio dalla (26) segue infine
Ly (Q)}

do K, una costante dipendente dagli stessi argoment

prieta di
{

-+

w Yy

1 < 1(7 {Ml +

H (@)

l

i K

essen

4. - Egistenza della soluzione.

7. Siamo verificate le ipotest elencate nel paragrafo 2.

TEOREMA
ne welk della disequazione varia-

Allora esiste {(almeno) und soluzio
zionale (B).

DrmosTRAZIONE. Fissati due numeri & e & tali ehe 0 <8 < ¢/2,
per noti risultati e per le ipotesi fatte gulla funzione vy esiste una

funzione g € 0°(2) tale che
(27) lg—v + elma < 5, llg—y + éele@m<9-

Poichée Hy(2) & uno spazio di Hilbert e la forma af.,.) & Dili-
neare su Hp(L) X HYQ), esiste una funzione h € HyQ) tale che

n
(28) alg, v) = [2 hys; Vs, 00 per ogni v € Hy(£).
Ji=1

Q

si vede facilmente che risulta

Inoltre, poiché ¢€C” @),
oy ). Sia hy una funzione di classe

hxieLp(.Q) con p>n (i =1,2,.
0= (Q) e sia ¢ la soluzione del problema al contorno

(2

algy s ©) = | 2 (M) O, ds  per ogni v € H(Q)
(29) A
g;—9€ HYy ().

Dalle (28), (29) e dai risultati di [9] segue che la funzione g,

» holderiana in 2 di esponente 2 (dipendente da n, Q e dai coeffi-
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cienti della forma bilineare a(.,.)); inoltre si ha

(30) H!h—g“Hl(Q)‘|“||91—9Hc°»1(9> < K Zl ||(h1 - h)mHLP (@)

essendo K, una costante anch’essa dipendente da n, 02 e dai coetfi-
cienti della forma bilineare  (.,.). La funzione h apparbiene ad
H}(£2) e quindi ad Hy(R") pur di prolungarla uguale a zero fuori
di £ . Inoltre, essendo hy, e L,(R") (i = 1,2, .., n), ¢ possibile tro-
K2
vare una funzione h e 0 (R?) tale che la quantita D (R S PR
i=1
sia arbitrariamente piccola. Pertanto dalla (30) discende che si pud
supporre, pur di scegliere opportunamente hy:

(31) lgy — 9 e +max | g —g|<9d.
Q

Daltra parte la prima delle (29), essendo Ia funzione h, di
classe 0®(£2) , pud essere scritta

(32) alg,, v) = —/ (Ah)v dz per ogni ve Hy(L2)
0 ,
n
ove A & Doperatore di Laplace: A = 3 §*/oaF.
i=1

Pertanto la funzione g, soddisfa ad un’ipotesi del tipo di quella
richiesta alla funzione o nel lemma 1, essendo evidentemente
hy € L,(£2) per ogni p > 1. Cid basta per poter applicare il lemma 1
e oftenere Dlesistenza di una funzione w,; tale che: u € H{(2),

u, = ¢, in Q,
(33) a(u, , v—u;) > 0 per ogni veH{ L), v=g, q.o. in 0.

Inoltre, sempre per il lemma 1, tale funzione & continua in Q.
Osserviamo ancora che per la (31) e le (27) risulta

(34) p(w) — 2 < gy(w) < y(x) per ogni w e

(35) g — v e < QU+ Vmis Q) .

A questo punto possiamo ripetere tutto il procedimento prece-
dente sostituendo ad ¢ e o due successioni numeriche {,l,cy ©
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3amgmeN tali che g, = 9—m , O = g9—m—3 (m = 1,2, ...} . Eviden-
temente risulta

0 < 8y < enl2s Opia < Oy s Emt1 < Em (m=1,2,..), lm & = 0.
Mm—r + 0

,, le funzioni corrispondenti a g, , % OVe si sostbi-

Dette gy 5 ¢
le (33), (34), (3b) si riserivono

tuiscano Oy, Sm a 0, &,

(36) { Wty 5 0 —y) = O DOT ogni veHyf), V= gn 4O in Q;

umeH(Q) , Uy = G O O in Q.

(37) p(@)—2 &y < Im () < (x) per ogni @ e

08)  lgn—tlmio= o (1 Vmis Q).
Inoltre dalla (31) e dalla seconda delle (27), geritte con &y,
8y s m 21 POSHO di e, 6, g, si ottiene

sw(x)“sm—ém <9(90)<1P(90)—3m+6m’ .
per ogni €2 .

(39)
( - ‘Sm < Im (w)”’g(m) < am

Sommando membro & membro le (39) e riserivendole per m ed

m -1 ne segue in particolare

(40) _
( P(@) — Emer — 20mi1 < Im+1(®) per ogni x €.

Dalle (40) si deduce facilmente che

(41) In(®) < 1) per ogni € 0.

Poiche le funzioni g, € Up soddisfano alle ipotesi di tutti i lemmi

precedenti, per la (41) e per il lemma 3 si ha

(42) U () = Uy 11 (%) per ogni &€ Q.




Egsistenza ed unicitd della soluzione ecc. 29
Inoltre per il lemma 5 risulta pure

(43) 0 < Upyiq (@) — u, (@) < K maX(gy,y — In) per ogni vel.
2

Dalle (39) e dalla definizione di §,,, &, si dedunce facilmente che
(44) MaX (G 1 — Go) < 277

sicché per le (43), (44) la successione {u,}l,cy converge uniforme-

mente in £ ad una funzione continua ». Basta ormai dimostrare che
wek ed u & soluzione della disequazione variazionale (5).

Intanto per la seconda delle (36) e per il fatto che la successione
{gnimey Der le (37) converge uniformemente a y in £, segue che
w(z) = w(w) per ogni x .

Per le (37), (38) e per il lemma 6 le funzioni {u,},cy hanno
le norme (in H}(£2)) equilimitate, cio¢ pilt precisamente risulta

Lz(g)}

essendo K, una costante dipendente solo da n, 2 e dai coefficienti
della forma bilineare a (.,.). Per la (45) esiste un’estratta della
successione {u,,},.y che converge debolmente in HY(2) ad una
funzione u* EH(l)(.Q); un’ulteriore estratta converge quasi ovunque
in Q ad w* pertanto u = u* q.0. in 2 ed u € Co(Q) n HYL2). Per
semplicitd mnel segunito supporremo che la successione {u,l.cx
stessa converga debolmente in H3(£2) ad « (oltre che uniformemente).

Resta da far vedere che u & soluzione della disequazione varia-
zionale (5). Ricordiamo intanto che per la prima delle (36) e per
la (37) risulta

(45)

< K, [max¢+[
2

.
| H;(.Q) Y

(46) A%y, , y) < a(, , v) per ogni ve k.

Proviamo ora che

47) au, u) < min lm a(w, , ,)
>+ 0

|
|
|
i
I
|
|
|
i
|
|
|
|
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Infatti intanto risulta

n
(48) lim {Z (b; + ;) (Ug)g, ty + oul j\ de =
m—ooJ 1i=1

| n
:f [Z (by + dy) vy, +0u2} d
eli=1

4 causa della convergenza di {uylpey ad % in Co() e debolmente

in HY(RQ). Inoltre si ha

W n
(49) min lim Sy () gy (W) 30 2 f Dy thy, Uy, A5
I Q i,j=1 Qi 7=1

essendo la funzione

w
@ -—>1 D 5 Pay Puy GO
Q i,j=1

una norma in H(R) equivalente alla norma usuale (si laseia al
lettore la facile verifica di questo fatto).

Pertanto la (49) non & altro che la ben nota semicontinmitd
inferiore sequenziale della norma rispetto alla convergenza debole.

Dalle (48), (49) segue la (47) ; si pud quindi passare al minimo
limite nella (46). Tenendo conto della (47) e del fatto che (U imen
converge debolmente ad u in HY($), si ottiene

alu, ¥) < a(u, v) per ogni vk

ciod u & soluzione della disequazione variazionale (B).

5. - Regolarita ed unicitd della soluzione.

TEMMA 8. Siano soddisfatte le ipotesi elencate nel paragrafo 2,
sia welk wna soluzione della disequazione variazionale (3). Allore ¥

¢ (essenzialmente) limitata in Q.

DIMOSTRAZIONE. La funzione u & inferiormente limitata in £,
e si ha w>0 q.o.in £. Infatti dalla (5) si deduce che risulta
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a{u, ) = 0 per ogni ¢ e Hy(£2), ¢ = 0: basta prendere nella ()
v = u - @, con @ non negativa ed appartenente ad H({2). Di qui
e dalla (4') applicata a —u si ottiene appunto che u > 0 q. 0. in 0.

Dimostriamo ora che u & superiormente (essenzialmente) limi-
tata in Q. Sia w la funzione la cui esistenza & supposta nella ipo-
tesi (4). Anzi, pil precisamente, scegliamo come funzione w la solu-
zione del problema di Dirichlet (14); si & gid osservato che tale

soluzione esiste, & unica, & continua in Q e risulta

(50) min w > 0.
0

Sia per assurdo ess sup # = - 00 ; posto, per ogni k reale
Q

Qk) = o e : ul@) > kw)
risulta allora
(51) mis (k) > 0 per ogni k reale.
D’altra parte, dal fatto che u € Ly(2) ¢ dalla (50), si ottiene
(62) lim mis (k) =0.
Fe> 400

Poiché la funzione w che compare nella definizione del convesso

k & continua in © e quindi ivi limitata, esiste un numero positivo
k, tale che

(53) Ew(z) > p(x) per ogni @ e e per ogni k= k.

Posto, per k= k,

wy, = max (4 — kw, 0)
per note proprietd dello spazio Hy(€2) risulta allora wy e Hi($),
wy >0 q.o. in Q. Inoltre evidentemente &w; =0 . 0. in N\ L2(k)

e per la (b3) si ha pure w — wy k.
Allora ponendo v = u — w; nella (5) se ne deduce

(b4) a(u, wy) <0 per ogni k= k.
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Inoltre & pure evidentemente

(bB) a(kw, wg) = 0 per ogni k= kqy

quindi dalle (B4), (85) si ottiene

per ogni k= kg -

wy, = 0 g.0. i N Q(k) 1a

(56) a(u — kw, wy) <= 0

Fssendo, come si & gid osservato,
(56) si pud riserivere

alwy, , wy) = 0 per ogni E= ko,

da cui si deduce, DPer le ipotesi fatte sulla forma bilineare (oye)*

(67) € (i)l Latatey = g“ Ib; + il Laten il Laxcaey 1)l Lacogen T

+ llel 2,00 et e

2). Ricordiamo OId la nota disuguaglianza

essendo 2% = 2nf(n—

(58) ol Ly = Koo 0all o™

valida per ogni v c Hi(R™), ove K, & una costante dipendente golo

da n. Dalle (57), (58) si deduce

(59) ¢ | (W) gl oy =

< Ky K 21 Ib; + &llz0an + Kyo “C“L.,,lz’ﬂ(k))X “(wk)xuzbam:k))

Per la (52) si pud scegliere L cosi grande che risulti

w
Ky {Z 1b; + dillz a0 T Ko HCHL,,/Z(Q(k))] < G

=1
Q e quindi w, =0 4.0 in

=0 qg.o0. in
(51). I1lemma & cosl provato.

da cui seguirebbe (W) g
trasto con l1a

Q, assurdo perché in con
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TrorEMA 9. Siano soddisfatte le ipotesi elencate mel paragrafo 2,
sia uw €k soluzione della disequazione variazionale (5). Allora w & con-

tinua in 2.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo per brevita con a'(.,.) la forma bili-
neare su Hy() tale che

i n n
a' (1, v) =/§ 2 1%- Uge Vgt 2 by Uy ® {dw
i, j= i=1

per ogni u, v € Hy(L2). Per il lemma precedente, detta # una soluzione
della disequazione variazionale (5), la funzione u risulta (essenzial-
mente) limitata in . Sia 4 la soluzione del problema al contorno

3
a' (%, @) = —/ { > @ up,, -+ cup}tde per ogni @ c H}(2)
(60) 5 =1
4 € Hi(Q) .
Allora per i risultati di [9] risulta 4 € C’O(E). Detta v una qua-
lunque funzione del convesso k, dalle (5) e (60) segue

(61) o (u—ad,v—u)= 0.

Sia ora @ una funzione tale che ¢ € Hy(2), ¢ = y—4 q.0. in Q;
allora risulta evidentemente ¢ -- % €k, per cui ponendo v = ¢ + @
nella (61) si oftiene

(62) o (u—1, p—ut4)= 0.

Indicato con E' il eonvesso
E={peH\R) : 9=yp—i q.o in Q}

si vede che la funzione u—# appartiene a k' ed & soluzione della
disequazione variazionale (62) per ogni ¢ €k’. Poiché, come gid
osservato, la funzione # & continua in £, la disequazione varia-
zionale (62) & esattamente dello stesso tipo della (5), colla sola
differenza che in essa compare la forma bilineare a/(.,.) in luogo di

a(.,.). Per questa ragione alla disequazione (62) possono essere appli-
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cati i risultati di [4], valendo per Pequazione associata il prinei Dio
?

di massimo [1], [9]).
Pertanto per i risultati di [4], tuttora validi per questo caso,
la funzione u—i, soluzione della (62), & continua in 2. Poiché pure

@, come si & detto, & continua in 2, ne segue che # & continua in Q.

TrOREMA 10. Siano soddisfatte le ipotesi elencate nel paragrafo 2.
Allora la disequazione variazionale (5) ammette al pit une soluzione.

DIMOSTRAZIONE. Siano 1w, , 4, due soluzioni della disequazione
variazionale (B); per il teorema precedente esse S0ONO entrambe

continue in Q. Basta applicare il lemma 3 con y, =y per ottenere
U < gy Uy < uy in L2, ci0B la tesi.

6. - Ostacolo continuo non appartenente ad H' (Q).

Nel presente paragrafo consideriamo il ecaso in cui la funzione
ostacolo appartenga a 00(5), genza necessariamente appartenere
ad HYQ).

Data una funzione y € H (2) n 0o(2), v < 0 su 9, indichiamo
con u(yp) la soluzione della disequazione variazionale (5). Per i risul-
tati precedenti la funzione u(yp) esiste, & unica ed & continua in 0.

LeMMA 10. Siano y', " funzions tali che ', 7 <0 su 082, v,
pr € H(L) n Co(R), min (p' —yp”) > 0. Allora risulta
Q

0 < u(y)—u(yp’) < K, max (p' —ypr) in Q.
o

DIMOSTRAZIONE. Poniamo per brevitd ' = wu(y'), w’ = u(y”). Per

il lemma 3 risulta intanto 0 < w —u” in 2.

Dalla dimostrazione del teorema 7 i dednee che esistono sue-
cessioni {9 buew 1 | ¥m imen cCo(Q) NH'(R), Pins Yn<0 sU 02,
tali che

a(%n?}) :/f!rn'vdm ’ a("/);;% ) :/fﬂlvlz"’dw
0 o)
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per ogni v e H{(RQ), con fi,, fmel, (Q), p>n (m=1,2,..),

(63) lim  max (pp, — 9| 4|ypm —9"]) = 0.

Mp=> 400 0

Posto per brevitd
U = W) “;,n = u(l/)%) (m =12, ..
sempre dalla dimostrazione del teorema 7 si oftiene che

(64) lim max (Jup —w'| |ty —u”|) =0.
M—> + 0 o

Dallipotesi o7 (x) < v'(x) per ogni zeQ e dalla (63) segue che
per ogni m abbastanza grande risulta

(65) ngn ¥m — ¥m) > 0.

Q

Applicando il lemma 5 si ottiene

(66) 0=ty — Uy < Ky max (yy — i) in 2
2

valida per ogni m abbastanza grande.

Passando al limite nella (66) per m — - co e tenendo conto
delle (63), (64) si ha la tesi.

TEOREMA 11. Sia y e Co(Q), v < 0 su 9. Posto

u=inflgeH(Q)nCo(R2) : g= 0 su 92, g= v in 2,
a(g, ) = 0 per ogni v HYL) , v=0 q.o0. in 21,

w = inf {u(p)e HyR): y'e H(2)n C(2), v’ = pin 2,y < 0 su 42},
= sup {u(pr)e Hy2): p” e H(L2) n Co(), pr <y in L},

ESeY

allora risulta w.— % = 4 € C° () .

DimosTRAZIONE. (Lewy-Stampacchia [5]). 1) Facelamo vedere che
% < u. Per le ipotesi fatte sulla funzione , per ogni ¢ > 0 & possibile
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(B"),

determinare due funzioni w;, y, tali che w, o, yp, € 0%
v (@ < (#) <y, (@) per ogni v D, y/ =0 su o2, max (y,

— .y < & Posto per brevita
w, = uw(p) 5 w, = uy,)
dal lemma precedente segue

(67) 0<u —u <K max (yp, —y,) <Kein Q.
7]

Bssendo % < u, in Q (per definizione di %), u, < w in £ (per
il lemma 2) si deduce

w<ul=u +u,—u <u +EKe<u+Kein Q.

Per Darbitrarietd di & si ha:

(68) W<wu in Q.

2) In modo analogo, poiché risulta uw, < @ in Q per definizione
di 4 e w<u, in 2, si ottiene

=l =, — (ue — ug) = v — Ky max (y, —ys)=u — K, & in
o)

e per larbitrarieta di e

(69) w<d@ in Q.

3) Dai lemmi 3 e 10 & immediato che

(70) d<@ in Q.

Dalle (68), (69), (70) segue che u = w =4 in .Q Ia continuitd
di » in Q & conseguenza del fatto che 1a funzione % & superiormente
gemicontinna in .Q, mentre la funzione # & inferiormente semicon-

tinua in Q.
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