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Appartenenza ad H(Q) (2<p< + )
delle soluzioni di una classe
di disequazioni variazionali ellittiche.

MAvurizro CHICCO (*)

Summary. — I prove that the solutions of some variational inequalities belong
to H-?(Q) 2<p < + o).

1. — Introduzione.

Si considera la disequazione variazionale

n

(1) a(uy, v — u) >!{4§1fiv“‘} de, Yvek,

weK

essendo K = {pe Hy(Q): p>vy in 2} con p funzione assegnata in
HY»(Q),9p<0 su 22, e f; (1=1,2,...,n) funzioni assegnate in
L,(2), con 2<p < + oco. Nel lavoro [2], Boccardo ha dimostrato
che la soluzione del problema (1) appartiene ad H¥?(L0) suppo-
nendo che la frontiera 002 di 2 sia di classe C? e la forma bilineare
a(-,-) definita da

n
a(u, v) :f > Gy, 0, A
1
0

con a; e CYQ) (4,j=1,2,...,n).
Scopo del presente lavoro & provare lo stesso risultato, suppo-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca G.N.A.F.A. del
Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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nendo solamente 202 di classe C! ¢ la forma bilineare
% n n
(2)  a(u,v) :f{ > @, v, 4 D (b, v + dww,) cm)} dx
. 1
0

con a,; appartenenti a C°(2) e b, d,, ¢ ad L (2) (i, ] = 1525 oo s )

2. — Notazioni ed ipotesi.

Sia £ un insieme aperto e limitato di R (n>2), dotato di fron-

tiera 0(2 rappresentabile localmente come grafico di una funzione
n

di classe . Siano a;e (%) (5, §=1,2,...,m), 3 ay(@)tt;>v[t]?
_ =1

in £2 per ogni f € R, con v costante positiva; b;, d;, ¢ € L (R2) (i =

=1,2,...,m). Sia 2<p <+ o0, f,eL,(Q) (i=1,2,...,n), py € H?(Q),

p<0 su 9L2. Sia a(-,-) la forma bilineare su Hy?(Q)X Hy?(2) defi-

nita dalla (2). Per ogni 2 € R" e ogni 6 > 0 poniamo

S(x,0) ={yeR": |y —=| < 6} .

3. — Risultato.

TEOREMA. — Nelle ipotesi suddette, se w é (una) soluzione del
problema (1), allora w appartiene ad HY?(0) e risulta .

@ Julws < Ollplaet 3 Wiliyiort [¥lno)

essendo C, una costante dipendente da n,p, Q, e dai coefficienti della
forma bilineare a(-,-).

DIMOSTRAZIONE. — 12 Parte. Supponiamo in un primo tempo
le seguenti ipotesi aggiuntive, che in seguito saranno rimosse: la
frontiera 08 sia rappresentabile localmente come grafico di una
funzione di classe (2 e sia b;=d;,=c=/,=0in Q (1 =1, 2, ..., n).

Siano o;; costanti reali (4, j = 1,2,...,7n) tali che

n
EOC,‘jtitj}'Vlt'z, Yte R~ .
1
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Posto

(4) o(u, v) f j‘i %5 U, Uy,
2 T

si considera, al variare del parametro reale positivo 7, i1 problema
al contorno

5) a(wy, v) + n—lfmin (wyp— 1y, 0)vde =0, Vve Hy(L2),
2
wn€ Hy(£2) .

B facile provare ([10], [6]) che tale problema ammette una ed
una sola soluzione w,, la quale per noti teoremi (vedi ad esem-
pio [1]) appartiene a 01(.{2) Rileggendo la dimostrazione di[5], si
pud osservare che se yp € H»*(£2) vale una maggiorazione del tipo

(6) 0, |z (2) < Call 9| 7100

ove la costante O, dipende solo da 7, v, 2 e non dipende da 7.
D’altra parte dalla (5) & immediato ottenere

(7) 0, |2y < Cyl 9] mo

ove la costante C, dipende solo da ». Procedendo per .interpola-
zione come in [2], dalle (6), (7) si ottiene, per ogni p con 2 <p <+ oco:

(8) [0, | .02y < Call 9| 02y

in cui la costante C, dipende dagli stessi argomenti di C, e non
dipende da 7.

Fissato ora un numero positivo arbitrario e, si considerino un
numero finito di punti {&;, @, ..., 2} in 2 ed un numero positivo
o = o(e) tali che

(9) 3 Jau(@) —au@)| <&, Veel, 2002,

id=1

10) e S0

Per ogni | =1, 2, ..., k siano poi ¢,€ C7 (S(:, 2¢0)) funzioni tali che
¢, =1 in S(z,, p).
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Per ogni 7 > 0 sia %, la soluzione del problema al contorno

a(tn, v) + =t {min (uy—y, 0)vde =0, Vv e Hy(Q),

Q2

(11)
un€ Hy(Q) .

Tale u, esiste ed & unica (vedi ancora [10], [6]); vogliamo pro-
vare una disuguaglianza a priori del tipo

(12) 4, 2002 < Cs |9 | 100

ove C; & una costante indipendente da 7 e dipendente da », p, n, 2
e dai coefficienti a,; (%, = 1,2, ..., n). Dalla (12) segue la (3), poi-
ché per 7 che tende a zero la soluzione u, converge ad u in Hy(Q),
ove u & la soluzione del problema (1) (vedi [6]). La (12) si proverd
per induzione nel modo seguente. Dato ¢ con 2<qg < p si dimo-
strera che dalla disuguaglianza (supposta valida)

e Nty a2y < Co |9 sy
segue la
(14) ” un“H"“‘(!?) < O7”"P”lea'(g)

ove le costanti Cg, O, dipendono dai soliti argomenti e non dipen-
dono da 7, e ¢* = min {p, gn/(n — q)} se ¢ < n, ¢*=1p se g>n. Dal
fatto che la (13) implica la (14) segue la (12), perché la (13) & cer-
tamente valida per ¢ = 2 (come si pud facilmente verificare attra-
verso la (11)). Pertanto la (13) vale pure per ¢ = min {p, 2n/(n — 2)};
se p > 2n/(n —2) si ripete lo stesso ragionamento fino a dedurre
la (12).

Supponiamo quindi verificata la (13) e deduciamone la (14).
Tenuto conto delle (11), per ogni I =1, 2, ..., k risulta

(15)  a(giun, v) + n—lfmin (@1 — @2 9, 0)0 dox =
Q
= 3 {@u(wn)algio)s, + Qs @r)atinve,— auun)a(pi)e, v} do +
0 Uyd
+ n—lfmin (Ug— 1y, 0)p,v do =

Q
:f Z {“n(lpz)z,un'vm,— “ii(“n)xi(%)x,”} de, VveHyf)
o 3y

dove, come si & detto, ¢,€ O (S(2;, 20)), . =1 in 8(xy, o).
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Soffermiamoci a congiderare 'ultimo membro della (15). Non &

restrittivo supporre che la funzione u, sia definita fuori di £, po-
nendola ivi uguale a zero. Sia 2 1a soluzione del problema di Dirichlet

Az = 3 ai(@1)s(Un),, in S(wy, 20)
(16) iy
z € Hy(8(x,, 20))

(2 dipende da 7 e da l; per semplicitd non indichiamo tale dipen-
denza). Per noti teoremi risulta z € H**(S(x;, 20)) e

(17) Hz“Hha(S(x,,u)) < 08""% ”H%a(g)

ove la costante C, dipende da g, o, v, @;; e non dipende da 7.
Per i teoremi di immersione di Sobolev dalla (17) segue

(18) 2]z 2520, 209) < Csll ey z.0(2)
ove g = qn/(n—q) se ¢<<mn,q =reale qualunque se ¢ =n,qg = + oo

se ¢ > n. Osserviamo ora che dalla (11) e dal teorema 4.2 di[10]
si deduce una disuguaglianza del tipo

(19) 1 502) < Crol ¥ | .02y
con p = pn/(n—p) se p<n,p =reale qualunque se p =n,p = + oo
se p >n. Rileggendo accuratamente la dimostrazione del suddetto

teorema, si verifica che la costante Cy, nella (19) non dipende da 7
(né da Q). Posto dunque

9i= 2, + z @ii(P1) g, Uy (t=12,..,m)
dalle (13), (18), (19) segue
(20) 19:lz 02y < Cul¥lgieey (¢=1,2,...,n)

ove la costante (,; dipende dai soliti argomenti e non dipende
da 7 (si osservi che ¢*<min {p,q}). La (15) si pud riscrivere

(21) a(@,uq, v) + n—lfmin (prun— @y, 0)v do :f Z 930, Ao .
%
Q2 2
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Consideriamo ora la forma bilineare a coefficienti costanti cosl
definita:

a(u, v) = Z @i (0) gV, de (L =1,2, .00y ) .
(2

Dalla (21) segue

(22) ay(@yun, v) + 7]_1 min (@4, — @9, 0)v dz =

_f Z 9:’01. dw + Z [aza ml a/ii(w)]((pluﬂ)z‘vx; d'/l"

isd

per ogni v € Hy(2). Sia & la soluzione del problema di Dirichlet

ai(h, 0) = 3 g0, @0 +[ 3 [0a(e) — au(@)(prn)v,
# o - Voe HYQ),
he Hy Q).

Per i risultati di[9] (teorema 1.6, pag. 17) esiste una costanfe
0y,, dipendente da », 2, n, p ma indipendente da ¢ e da 7, tale che

(23) ]l ze.an 2y < Cr ; lg:— ; [a:(:) — a’ii(w)]((plun)mjlquO(Q)

e tenendo conto delle (9), (20) dalla (23) si deduce

(24) 1B 202y < Cra |9 ey + Cratll (@1t lzesc2)

con la costante Cy; indipendente da 7. Allora la (22) si pud riscrivere

@25) algu,— by 0) +fn“1 min (g, — @iy, 0)0 dz = 0
Q

per ogni v € Hy(2). La (25) & un’equazione a coefficienti costanti
come la (5); la funzione ostacolo & ora @, —h al posto di y;
pertanto la (8) diventa (con ¢* al posto di p):

(26) @2ty | .00y < Crall prp — | mr.avay
e per la (24)

27 o meor < Cusllw lmrencar + 0120145“(;01%“511'«‘(9) .
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Le costanti C;, e Cy, non dipendono da n ne da p (e quindi nep-
pure da ¢) e Oy non dipende da 7. Si pud allora scegliere ¢ in modo
che 0,0, <1, ottenendo dalla (27)

(28) @22, lzre.an(2) < Csl| 9 72,00 (2)

con la costante C,4 indipendente da 7. La (28) vale per ogni I =1,
2, ..., k; per la (10) e la scelta delle funzioni ¢, (=1 in S(z,, g)),
dalla (28) segue la (14) e quindi la (12). Tutte le costanti consi-
derate non dipendono da 7 e pertanto, come si & gia detto, dalla
(12) si ottiene la (3) facendo tendere n a zero.

Si e cosi provata la tesi nelle ipotesi aggiuntive: 002 di classe C?,
b,=d;=¢c E;fiEO in &= 1; 2, ..., 7).

23 Parte. — Procediamo ora ad eliminare 1’ipotesi provvisoria che
0 sia di clagse C2. Tale ipotesi ¢ servita solamente a provare la (6)
ed in conseguenza la (8) e la (26): bastera dunque dimostrare que-
ste quando 002 é solo di classe C. Si osserva che il supporto di
@ & contenuto in 2 N S(w;, 20), pertanto 1’equazione (25) si puod
pensare in tale insieme anziché in Q.

Non @& restrittivo scegliere le sfere S(y, ), ..., S(%x, ), la cui

unione ricopre £, in modo che per ogni I =1, 2, ..., k risulti o
S(x;, 0) C 2 oppure z,€ 02. Nel primo caso & chiaro che si pud
applicare la (6) con una costante indipendente dalla regolarita di
0Q. Nel secondo caso, scegliendo p abbastanza piceolo, si puod tra-
sformare, con un opportuno cambiamento di variabili, I’aperto
8(#;,20) N 2 in un aperto U contenuto in {y € R": y,< 0} e il
compatto 92 N S(z, 2¢) in un sottoinsieme di {y € R": y,= 0}. (Per
brevita omettiamo i dettagli rinviando, per una situazione simile,
ad esempio a[3]). La funzione ¢, si trasforma, per il suddetto
cambiamento di variabili, in una funzione % € Hy(U). Poiché % = 0
in un intorno di 89U\ {y € R": y,= 0}, ne segue che esiste un aper-
to W contenuto in U, con frontiera oW di classe 0%, tale che
ue Hy(W). La funzione % soddisfa in W ad un’equazione come
la (11), a coefficienti continui (confronta la (6) di[3]). Pertanto,
per la parte gia provata del teorema, vale per w una maggiorazione
come la (12), essendo oW regolare. Applicando il cambiamento di
variabili inverso del precedente e noti teoremi sugli spazi di Sobo-
lev (vedi ad esempio [8], cap. 3) si perviene alla (26).

I1 resto della dimostrazione procede allo stesso modo che in
precedenza.

32 Parte. — Togliamo ora I'ipotesi che f,= 0 in Q, supponendo
ancora tuttavia che b;=d;=¢=01in Q2 (1 =1, 2, ..., n).
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Si procede come in [2], considerando la soluzione ¢ del pro-
blema di Dirichlet

af, ) =[ 3 fivado, Yo H(Q),
(29) it

¢ € Hy(Q)
e il convesso

R ={weHYQ): v>y— ¢ qo. in Q.

Allora, come subito si verifica, la funzione u — P soddisfa la
disequazione variazionale

(30) {a(u——y’i,v——u—l—q?)>0, voek,

u—PEe K.
Ma ¢ € Hv»(Q) (per [9], teorema 1.6), quindi il nuovo ostacolo

y — ¢ appartiene ancora ad Hv7(Q). Per quanto gia dimostrato,
si pud quindi pervenire facilmente alla tesi.

4% Parte. — Resta infine da togliere lipotesi che b;=d;=¢= 0

in ©. La disequazione data si pud serivere

(31) f 3 Wi Ug (O — U),, A8 >

yJ

>f{ Z (fi— diu)(v "“)m—( > biug, + cu) (v —u)} dz
o k]

per ogni v € K. Si procede ora in modo simile a quanto fatto nella
prima parte. Supponiamo cioé che 2<qg<p e che sia valida una
disuguaglianza del tipo

69 Il <o lplrwart 3 Wit olio]

(essendo w la soluzione del problema (1)). Dalla (32) deduciamo
che

(33) ““‘\HM*(Q)*QCm[“’/’“ﬂlm(g)—f‘ ; Ifillzp@)+ “’““L,(m]




APPARTENENZA AD HY?(Q) (2<p < + o0) ECC. 145

ove ¢* & definito come in precedenza. Il fatto che la (32) implica
la (33) dimostra la tesi (3): basta ragionare nello stesso modo in
cui si ¢ dedotta la (12).

Supponiamo dunque verificata la (32) e deduciamone la (33).
Per semplicita ci limitiamo al caso ¢ < n. Poiché u € H»¢(Q), per i
teoremi di immersione di Sobolev & pure % € L, ;,_,(2) e quindi
u € Lys(2). Inoltre se Z & la soluzione del problema di Dirichlet

A2 =Y bu, +cu in Q,
]

(34) A2 =0 in 2N\ Q,
Ze Hy(&y)

(essendo £, un aperto limitato regolare contenente (), risulta
Ze H>(£,) e

(35) 12l ze.02) < 22002, < Cio

2 b, + cu
1

,LR(Q) ’

Da questa, ancora per i teoremi di Sobolev

Z biu, + cu'

(36) Hgnﬂl.ulm—m(g) <0y

,L,(g) ’
Allora per le (32), (34), (36), posto
Jgi=fi—du+2, (i=12,..,n)
risulta evidentemente

(37) 19l o2y < Gn[ll’ﬁnﬂhum‘{‘ 2 filzpe+ ”“”Lz(n)] :

Per la (31) si ha d’altra parte

iyd

(38) S sty (o — u),, do> | 3 Gilo — w),, da
S %

per ogni v € K, e quindi per quanto gid provato
(39) [0y < Can |9 sy + 3. 19l -
%

Dalle (37) e (39) ¢ immediato dedurre la tesi.
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4. — Osservazioni.

OSSERVAZIONE 1. — Nei casi in cui si sa che la disequazione
variazionale (1) ha una ed una sola soluzione, la tesi (3) & eviden-
temente ancora vera omettendo il termine ||z, q) al secondo mem-
bro. Cid si verifica ad esempio se ¢— Y (d;),>0 nel senso delle

13
distribuzioni, o pilt in generale se il primo autovalore associato alla
forma quadratica a(-,") & negativo: vedi [4].

OSSERVAZIONE 2. — L’ipotesi « by, diy ¢ € L, (2) (1 =1,2, ..., 1)
si potrebbe ridurre assumendo soltanto che tali funzioni apparten-
gano ad opportuni spazi di sommabilita.

OSSERVAZIONE 3. — Una certa regolarita dei coefficienti a;; ©
necessaria per poter concludere che la soluzione sta in H?(Q).

Infatti in [7], pag. 204 & riportato lesempio di un’equazione del
tipo a(w,v) = 0 per ogni v € Hi(Q), con coefficienti a;; digscontinui
nell’origine e soluzione % non appartenente ad H?(£2) (con p > 2
opportuno e £ intorno dell’origine in R2).

Poiché tale soluzione & non negativa in 2, = {(#,y) e B*: 2> 0}
e nulla su 00;, essa & pure soluzione della disequazione variazionale

a(u, v —u)>0, VoeH2), v>0 in 02,

ciod 1a (1) con fi=p =0 (i =1,2,...,7). Pertanto questo stesso
esempio serve a dimostrare la necessity della regolarita dei coeffi-
cienti nel caso delle disequazioni variazionali.

OSSERVAZIONE 4. — Anche una certa regolarita della frontiera
di © & necessaria per concludere che la soluzione di (1) sta in
Hu?»(Q). In base alle considerazioni dell’osservazione precedente,
basta fornire un controesempio relativo alle equazioni, purche la
soluzione sia non negativa. Tale controesempio si trova in [9]

(pag. 96).

OSSERVAZIONE 5. — Esaminiamo infine la possibilita di estendere
il risultato al caso p = +oo. Se f;=0 in £ (i =1,2, ey M) €
ywe Hv»°(Q), & provato in [5] che la soluzione wu appartiene ad
Hu°(Q). Se invece le funzioni f; sono non nulle ed appartengono
ad L(2), non & detto che la soluzione » della disequazione varia-
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zionale (1) appartenga ad H-2(Q). Cid si vede col seguente esempio:
sia n = 2, u(z, y) = (y — x)(1 — log p), ove D= \/:v2—|— yE.

Si verifica facilmente che le derivate prime di % sono non li-
mitate in Q = {(2,9): y —2 > 0, 22+ y2< ¢}, mentre u € H(Q) e
posto

h#,y) =22 —y)o2, filw,y) = 2y@®—y)o?
risulta

[[twws+w0,) @ ay = [ [0, + 10, away
2 Q

per ogni v € Hy(L2). La funzione « & non negativa in £, quindi que-
sto esempio, in base alle considerazioni precedenti (osservazione 3),
prova che il risultato del teorema 1 non si estende al caso p = -+ co.

In realtd in questo esempio ’insieme 2 non ha la frontiera di
classe O, ma ci si pud facilmente ricondurre a questo caso sosti-
tuendo ad u il prodotto aw, ove « & una funzione di classe Gy (R?),
uguale ad 1 in un intorno di (0, 0) ed avente il supporto contenuto
nel cerchio {(z,y) € R*: 22+ y2< e2}.

Ringrazio il «referee » per-le utili osservazioni fatte.
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