Esercizio. Date le funzion:
y arctan(z?) )
z,Y) = —F—" x,y) := f(x,y)sin
f(z,y) e 9(z,y) == f(z,y) Yl
a) stabilire se f ¢ limitata nel suo insieme di definizione;
b) stabilire se la funzione g é prolungabile per continuita in (0,0);

¢) in caso affermativo, stabilire se la funzione cosi prolungata é differenziabile in (0,0).

Svolgimento. a) E noto (ed & facilmente verificabile ad esempio applicando il teorema di Lagrange

all'intervallo [0, z]) che |arctan z| < |z| Yo € R. Ne segue che

2
) o) < 10

Per la (1) si puo dire che la funzione f ¢ limitata nel suo insieme di definizione, che ¢ ovviamente

I:={(z,y) €R*: (z,y) # (0,0)}

se ¢ limitato in I il secondo membro della (1). Ora come ¢ noto risulta

V(z,y) # (0,0)

(2) 2lab| < a® +b* Va,b € R

da cui segue immediatamente (ponendo x? = a, y = b) che il secondo membro della (1), e quindi

anche |f|, non supera 1/2 in I.

b) La funzione g & il prodotto di una funzione limitata (la f, per il punto a)), e di una funzione
infinitesima, cioé y — sin+/|y|. Tale funzione ¢ infinitesima, per (x,y) — (0,0), poiché & continua
(composta di funzioni continue) e sin(0) = 0. Per noti teoremi il prodotto di una funzione limitata

per una funzione infinitesima ¢ infinitesimo, quindi risulta

(mﬁggﬁop)g(x,y)::o

e la g & prolungabile per continuita nel punto (0,0) definendola ivi uguale a zero. Il prolungamento
sara dunque la funzione

oy = {g(x,w se (x,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)
¢) Studiamo infine l'eventuale differenziabilita della funzione g;. Una condizione necessaria per la
differenziabilita e 1’esistenza delle derivate parziali nel punto. Poiché la funzione ¢; e nulla sugli assi,
si verifica subito che
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?i;(o,o):::§§(o,o)::o

Occorre ora verificare se la funzione ¢; e differenziabile in (0,0) in base alla definizione. Poiché

Vg1(0,0) = (0,0) come abbiamo appena visto, occorre verificare se
’ y arctan(z?) sin \/|y|
im

(z.9)—=0,0) (2% 4 y2)\/x? + 3?2

Consideriamo la restrizione della funzione alla parabola y = z? e studiamo il limite

(3) =0

I x? arctan(z?) sin |z

im

z—0 224 x2 4+ 4

Come si verifica facilmente, tale limite esiste e vale 1/2 # 0; quindi la (3) non vale e la funzione g;

non ¢ differenziabile in (0,0). O




