ESERCIZIO SUI LIMITI (VERIFICA CON LA DEFINIZIONE)

Sia f la funzione di una variabile reale, a valori in R, definita da

x — 223
@)= 3z +1°
Utilizzando la definizione di limite, verificare che
i —_2 : —
zgﬂr_loof(x) =—3 e x_}lirni+f(x) = —00.
V3

Svolgimento dell’esercizio

Osserviamo preliminarmente che

Dom(f)={zeR: 3x3+17$0}:R\{—3%/§} = (—00, = 4=) U (= 4=, +00).

1. II limite di f in +oo.

Poiché Dom(f) non & superiormente limitato - ovvero 400 ¢ punto di accumulazione per Dom(f), ha
2

senso considerare il limite di f in +oo. Verifichiamo che lim f(z) = —3.
r—+00

Sia & > 0. Proviamo che 3 6. € R t.c., V & € Dom(f) t.c. « > d., si abbia che |f(z) — (-2)| <e.
Osserviamo che, V z € Dom(f),

|fx) = (-3)| =

3x3+1+3

x — 223 2‘_

3x6x3+6x3+2‘

3r+2
3(3z3 4+ 1) ’ '

‘3(3:103 +1)

Ora cerchiamo di maggiorare | f(z)—(—2)|, e ciot di trovare una disuguaglianza del tipo | f(z)—(—2)| < g(=)
per un’opportuna funzione g; poiché dobbiamo far tendere x a +00, non sara necessario che la disuguaglianza
valga in tutto il dominio di f; I'importante & che valga in un intorno di +oo. Inoltre, affinché una tale
disuguaglianza sia utile, la disequazione g(x) < e dovra essere piu facile da studiare rispetto alla disequazione
’f(x) — (—%)‘ < g, e 'insieme delle sue soluzioni dovra contenere un intorno di +oo.

Osserviamo che, V z € (0, +00) (intorno di +00), si ha che

32 +1)| 3(Bz3+1) — 923

(1.1) (@) — (-2)| = ‘3(31:+2 ‘ 3z + 2 3z + 2

(perché 323 +1> 323 >0 = ?ﬂ%ﬂ < % e quindi, essendo 3z 4+ 2 > 0, 33;”3,121 < 3;;@,2 ).

Se inoltre = € [1,+00), si ha anche che 3z +2 < 3z +2x = bz; essendo 9z > 0, da (1.1) si ottiene allora che

o5z 5
2 _
Osserviamo che
oz < = ?>3 = |x|>3@.
In particolare, quindi, si ha che
5
Poniamo ora 4. = max{l, 3—‘{/55 } Allora, V © € Dom(f) t.c. x > 0. (e cioe V z € R t.c. > ., dato che
de > 73%/5 ),sihachex >1lex > 3—\/\2 e quindi, per (1.2) e (1.3),



Pertanto,
|f(x) = (-3)|<e VazeRtcz>d..

Abbiamo quindi verificato che lim f(z) = —%.
T—r+00
.. . 1+
2. Il limite di f in - -
12 1 . . 1 1 :
Poiché —35 ¢ punto di accumulazione per Dom(f) N (—375, —|—oo) = (—3—\/3, +oo), ha senso considerare
il limite di f in —% Verifichiamo che hm f( )= —00.
e g

Sia € € R. Proviamo che 3 6. > 0 t.c., V & € Dom(f) t.c. —3%/5 <z < —3%/5 + d., si abbia che f(z) <e

Cerchiamo di maggiorare f(x) in un intorno destro di _3%/5'

Osserviamo che, V = € (—%,O) (intorno destro di —3%/5), si ha che |z| < 3%/3 e quindi 22?2 <

conseguenza, 1 —2z% > 1 — f Essendo 32 +1 >0 e z < 0 (e quindi

&
=)

35577 < 0), ne segue che

r—22% (1 -22?) z(l— %)
2.1 = = <
(2.1) f@) =35 1= 3m1 = 3w "oel

5=,0).

o

intorno destro di — dato che V3 < 2 — < —% ), essendo

1
\fa_i] ( f’

1— 2 12
x<—%edessendol f’3$ 4+ 1 > 0 si ha che x( ‘3/5)< 2( 39)

>1= -

4
w

1
Se inoltre x € ( 5

f

; da (2.1) segue allora che

— 3z3+1 — 3z3+1
Lo
_2 V9 1
(2.2) flz) < sy VeE (—95 3]
Poiché dobbiamo provare che lim . f(x) = —o0, non & restrittivo supporre e < 0. Osserviamo che allora
T — =
=
—e > 0. Pertanto, dato x € ( —3, Jroo), essendo sia % — 3%@ che 32% + 1 maggiori di 0 si ha che
1 1 1 1
2" 2" W 3% +1 1
~I W = 2P = L +1 <-=
3z° +1 3r° +1 2T €
1 1
Yo 2 2 ¥ 3 _ 1, 2-%9 s/ 1, 2- 9
— 303 +1< . 2 7o < < -3t — T < 3T 6o
In particolare, quindi,
1oL
2 V9 3/_ 1 2- 9
(2.3) sl ¢ Vme( 75 3+65%),
N.B.: {/—3+ zs % > 77, dato che 8_\3[‘/5 > 0 (essendo sia 2 — v/9 che ¢ negativi).
Poniamo ora §. = mm{% — % %+ ‘3/_5_'_2 \‘? } Allora 6. > 0; inoltre, V z € Dom(f) t.c.
—3%/5 <z < —74—(5 (e cioe V z € R t.c. 375 <z < —%—1—55), si ha che _3%/3 <z < -—%1e
—3%/5 <z < {—3+2 % e quindi, per (2.2) e (2.3),
Lo
2V
<
J@) s =5y <@
Pertanto,
flz) <e VxeRt.c.—%\/g<x<—%\/§+5€.
Abbiamo quindi verificato che  lim f (x) = —o0.
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