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Generalizzazioni del principio di massimo
e maggiorazione delle scluzioni
per operatori ellittici di tipo variazionale.

MavUrIZIO CHICCO (Genova) (*)

Sunto. — I prove that an inequality for subsolutions of a linear second order
elliptic equation in divergence form is valid if and only if such an equation
satisfies a generalized mazimum principle.

1. — Imtroduzione.

Si consideri un operatore lineare ellittico del secondo ordine in
forma variazionale e a coefficienti discontinui, del tipo

1 Luﬁ—g 9 ?a -a——|~d —|—§b i—|—
() o aw.b 5:1 Haxj ¢ ijliami ¢

i=1

5\

In precedenti lavori (121, [3]) & stato caratterizzato il primo
autovalore di tale operatore mettendolo anche in relazione con 1a
validita, di un principio di massimo generalizzato per le sottoso-
Tuzioni: «se u<0 su 082, Lu<0 in £, allora #<0 in Q». Tale pro-
prietd & valida se e solo se il primo autovalore di I & negativo.

Scopo del presente lavoro & esprimere un’altra proprietd equi-
valente al sunddetto principio di massimo generalizzato: « esiste una
costante positiva I, tale che se Tu<0 in £ risulta < K, max (0,
max u) ».

02

Viene poi dimostrato che una proprietd simile, espressa per le
soluzioni dell’equazione Lu = 0 in 2, vale non appena lo zero non
sia un autovalore dell’operatore L: « esiste una costante positiva K,
tale che se Lm = 0 in Q risulta |u|<K,max || in Q» se e solo
se «zero non & un autovalore di L. o

Vengono infine estesi tali risultati al caso di equazioni non

omogenee del tipo Lu = — > 9f,/ox, In L.
i—1

%

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell'Istituto per la Matematica Appli-
cata del Consiglio Nazionale delle Ricerche, Genova.
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2. — Notazioni, ipotesi, risultati noti.

Sia 2 un insieme aperto limitato di R"; per semplicitd suppo-
niamo n>3. Sia a,;€ L(2), b;e L,(2), d,€ Ly(82), ¢ € Lyy(Q) (5,7 =
=1,2,.,m), p>mn, 3 aytt; >l q.o. in 2 per ogni te R

i,4=1

n n
2)  a(u, v) :f{ 2 GigUha Do, - > (Dt 0 + d,uv,,) - cuv} de .
=1 =1
2

Siano HY(Q), Hy(2) gli spazi di Hilbert ottenuti eompletando
rispettivamente 01(2), C}(£2) secondo la norma

Il ey = %] 1oy -+ éluufvi”m(ﬁ)'

Se uwe H' (L) e &k & una costante reale, si dira che u<k su of2
nel senso di H(Q2) se esiste- una successione {u,};enC O4Q) tale che
U<k su 0L (j=1,2,..) e lim u, = u nella topologia forte di H(£2).
Si pone poi !

max u = inf {k: u<k su 92 nel senso di H(Q)}.
852

(Nel presente lavoro si intenderd sempre in questo senso il mas-
simo su 0£2 di una funzione di H1(£2)).

Si dice che il numero reale A ¢ un autovalore per operatore L
(definito in (1)) se il problema al contorno

a(ty v) - A, V)p ;= 0, Voe O)Q),
u e Hi(Q)
ammette soluzioni # diverse da quella banale nulla.

PROPOSIZIONE 1. — Le seguenti condizioni sono tutte tra lovo
equivalenti:

(@) gli autovalori reali delloperatore L sono tutti neqgativ ;
{4 4

(b) posto p(w) = inf {a(w, v)/(w, )2yt © € Hy(2),v>0in 23},
A= —sup {p(w): we H(Q), w>0 in 021,

risulta 4,<C 0;
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(¢) se uc HYRQ), u<0 su 002 nel senso di H(Q), a(u, v)<0 per
ogni v € CX(Q), v=>0 in Q, allora risulte u<0 g.o0. in £;

(d) esiste (almeno) una funzione w e HY{) tale che: w>0 q.o.
in Q, a(w, v)>0 per ogni ve 04(2), v>0 in L, a(w, v) # 0
per qualche v € Cy(£);

(e) esiste (almeno) wna funzione w e H'(L2) tale che: w>0 g.o.

Cin Q, w>1 su 00 nel senso di HY(L2), a(w, v)>0 per ogni
ve i), v>0 in 2.

DIMOSTRAZIONE. — Si veda [2], [3]. ®

3. — Maggiorazione delle sottosoluzioni.

TEOREMA 2. — Ciascuna delle condizioni (a), (b), ..., (€) elencate

nella, proposizione precedente & equivalente alla

(f) esiste wna costamte positiva K, tale che, se u € HY(2), a(u,
p)<0 per ogni v e Cy(2), v=0 in Q, visulla

4) u < Kg max (0, max u) g.0. in Q.
a2

DIMOSTRAZIONE. — (f) = (¢). Sia w e HYL) tale che a(u,v)<0
per ogni ve C4(R), v=>0 in 2. Se u<0 su 92 nel senso di HY(Q),
allora max u<0 e quindi dalla (4) segue u<0 q.o. in Q.

(¢) = (f). Si considera la soluzione w del problema di Dirichlet

5
©) w—1¢ecHy2).

{a(w, v) =0 per ogni ve C}(2),

male soluzione w & unica per Pipotesi fatta e quindi esiste in
quanto per il problema (5) vale la teoria di Riesz-Tredholm (vedi[5]).

Detta 4 una funzione di HY Q) tale che a(w, v)<0 per ogni
ve 0H0),v>01in Q, poniamo k = 10AX %5 50 k<0 oppurese k = 4 oo
non ¢'¢ nulla da dimostrare, pertanto supponiamo 0 <<k <C -~ co.
Essendo w>1 su 92 nel senso di HY(Q), si verifica facilmente che
w— kw<0 su 02 nel senso di HY(£); inclire & a{u — kw, v) <0 per
ogni ve 0y(£),»>0 in £. Quindi per la supposta proprieta (¢)
si ha w<kw q.0. in 2, da cui w<k oss Sup w q.0. in Q. Pertanto

la (4) & provata con K, = ess sup w, essendo w la soluzione del pro-
2

blema (5). (w e L(2) per i risultati di [5]).
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n

OSSERVAZIONE. — Se ¢ — > (d;)2,>0 nel senso delle distribuzioni
n i=1
(cioé se f(ov + 2 diw,,) dz=0 per ogni ve CXQ), v=0 in .Q) ri-
£ =1

sulta a(1, v) >0 per ogni v e C}(2), v>0 in 2. Si pud quindi assu-
mere nella dimostrazione precedente w =1 in £, ottenendo cosi la
(4) con K,=1. Si ritrova in tal modo il ben noto « principio di
massimo debole » (vedi [5], [1]). m

4. — Maggiorazione delle soluzioni.

TEOREMA 3. — Sono tra loro equivalenti i seguenti due fatti:
(9) esiste una costante positiva K, tale che se uwe HY D) e
a(t, v) = 0 per ogni v e CN(Q), risulta

(6) |#| <K, max [u] q.0. in Q;
o0

(k) zero mon é un autovalore delloperatore I.

DIMOSTRAZIONE. — (¢9) = (h). 11 problema al contorno

a(u,v) = 0  per ogni ve CYNQ),
u e Hy(Q)

ammette evidentemente la sola soluzione nulla per la condizione (9).
Quindi lo zero non & un autovalore dell’operatore L.

(k) = (g). Per agsurdo supponiamo che non valga la (6):
allora esiste una successione {u,};,.y contenuta in H(£) tale che
a(u;, v) = 0 per ogni ve OHQ),

(7) lil =1 (j=1,2,..),

(8) lim max |u,| = 0.
i o0

Facciamo ora vedere che esiste unas successione estratts da

{u;};ew convergente (fortemente) in I,(£2) ad una funzione u” tale
che

0 a(u’yv) =0  per ogni ve CLQ),
u"e Hi(Q) .
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Infatti, per ogni §j = 1, 2, ... poniamo k; = max lu;]y w; = max (u; —
—k;, 0) + min (u; 4 k;, 0), &; = w;— w,. Risulta allora, per note
proprietd dello spazio HY(2) (vedi ad esempio [4]), w;e€ H(£2)
(j =1,2,..). Inoltre, come facilmente si verifica, |¢;|<k; in 2, e
quindi

(10) lim |2 5o @= 0 .

Di qui, tenuto conto della (7),

(11) sup w1 @< + oo

Poiché w;c Hi(2) (j =1, 2, ...) risulta a(e;,w;) =0 (=1,2,..)
da cui

57

(12) f(wf): dﬂ’/‘< i a/zr(wi)mt(ivj)wr dw =
2

=1

= Z @i (U5)0, (1) dm<|f{§b(w w,—}—zdu —}—cuwg}dw

=1

Dalle (12), (11), (7) si deduce facilmente che

(13) sup |w;] me)< oo -
3

Esiste pertanto una successione estratta da {w;},y (ed ancora
denotata per semplicitd allo stesso modo), che converge debolmente
in Hy(2) ad una funzione u"e Hy(Q); per noti teoremi si pud as-
sumere che

(14) lim 4" — wj| z,y= 0,
4
e per le (10), (14)
(15) Hm o — u] 1,0y == 0 .
M
Dimostriamo ora che la funzione #” & soluzione del problema (9).

Data una qualunque soluzione u € HY({2) dell’equazione a(u, v) = 0
per ogni v e CYRQ), per [6] (lemma 5.2) risulta

(16) foczu_% dx<Kfu2(oc2 4+ o2)dz  per ogni xe O3(2),
0

2
essendo K una opportuna costante (indipendente da 4 e da o).

30
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Dato un qualunque sottoinsieme aperto A4 di Q tale che 4 c 02,
sia @ € C5(&2) una funzione uguale ad 1 in ogni punto di 4. Appli-
cando la (16) con tale o e con u; al posto di u, tenendo conto della
(7) si ottiene

(17) SUP [ (%g)o] 1,04y < + o0 .

Dalle (7), (17) otteniamo che un’opportuna estratta dalla succes-
sione {u,};cy, ancora denotata per semplicita allo stesso modo, con-
verge debolmente in H(A), e quindi fortemente in L,(4), ad una
funzione che per la (15) coincide con #”,

Pertanto per ogni v e C}(4) risulta

(18) a(u”, v) = lim a{u;, v) = 0.
i

Poiché A & un arbitrario aperto contenuto propriamente in £, ne
segue che " & soluzione del problema (9); per Pipotesi (h) & =0
in Q.

Ricordiamo ora il teorema 4.1 (con osservaziome 4.2) di [5]:
esiste una costante K, indipendente da j, tale che

(19) H%”Lm(m<1§9&x [us| + Ksluslzey (1=1,2,..).

Passando al limite per j — -~ co nella (19) e ricordando le (7), (8),
(15) si ottiene

1<K J|u" 7,02

assurdo percheé, come si & detto, 4" =0in 2. &

OSSERVAZIONE, — B interessante confrontare la (4) con la (6):
mentre questa vale se e solo se lo zero non & autovalore di I, affin-
ché la (4) sia valida occorre e basta, di pill, che tutti gli autovalori
reali di L siano negativi. &

5. - L’equazione non omogenea.,

TEOREMA 4. — Ciascuna delle condizioni (a), (b), ..., (f) preceden~

temente considerate ¢ equivalente alla

() esiste una costante positiva K, tale che, se w € H(£2), a(u, v) <

n
<> ffﬂ;wi dz per ogni v e O0y(D), v=0 in L2, essendo f,e
i=1Q
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e L) (i =1, 2,...,n) con p>n, risulla

Lp(g)(mis Q)l/n—l/p] q.0. in L.

(20) u<K6[max (0, n%gx u) + ¥ |fs

DIMOSTRAZIONE. — () = (f). Basta porre f,=0in Q (i = 1,2, ..., %)
nella (4) per ottenere la (f).
(f) = (i). Sia ue HY(R), a(u,v)< T [f:0s,dw per ogni v e C5(Q),
i £
»>0 in 2, con f,e L,(Q) (i =1,2,...,n), p > n. Si consideri la so-
luzione w del problema al contorno

a(w, v) = )S J‘fﬂ)mt dx  per ogni ve C3(Q2),
‘ 2

we Hi(0) .

Tale soluzione w esiste ed & unica perché lo zero non & autova-
lore delloperatore L (condizione (a)). Per [5] (teorema 4.2 ¢ osser-
vazione 4.3 e 4.5) esiste una costante K, fale che

(21) lw| <K, Z 171l 2y (mis )!7*=17 q.o. in 2.

D’altra parte si ha a(u —w, v)<0 per ogni ve C5(2), v>0 in L2,
quindi per la condizione (f) esiste una costante K, tale che

(22) u — w<K; max [0, max (4 — w)] q.0. in 0.
[e124

Tenendo conto che w € Hy(£2), ne segue max o = max (4 — w), per-
tanto dalle (21), (22) si ottiene facilmente la (20). &

TEOREMA 5. — Ciascuna delle condizioni (g), (k) precedentemente
considerate equivale alla

(§) esiste una costante positiva K, tale che se u € H(), a(u, v)=
= ff,»-vwi da per ogni ve Cy(02), con f,€ L,(2),p>n (i =

i=1mn
=1, 2,...,n) allora risulia

jul < Ky [ max [u] + 3. |z, qomis @Un=e]  geo. in 2.
[iZe] i=1

DIMOSTRAZIONE. — B simile a quella del teorema precedente e
8i lascia al lettore. ®
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