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UNA IDENTITA' INTEGRALE

Maurizio Chicco (Genova)

Summary. This work contains a proof of the integral identity

Eﬁ.v = —% (v+N) + (m-1)H v~N]d6’ = 0

20
m
where (L is a bounded open set in R with smooth boundary 4311, v is a vector

g ‘
field of class C (Rm), N is the normal direction to Ziﬂ(defineﬂ in a

neighborhood of Jflin the natural way), H is the mean curvature of 0.

1. INTRODUZIONE.

Nello studio di certi problemi al contorno per una classe di equazioni
differenziali alle derivate parziali lineari ellittiche del secondo ordine
(vedi [ﬁ]), mi sono imbattuto in una identitd integrale che forse non & no
ta e che pud avere un certo interesse anche a sé stante. Essa contiene come
caso particolare una simile identita gid usata da Talenti in [ﬁ] .

hingrazio i professori Giorgio Talenti ed Enrico Massa che mi hanno da-

to utili suggerimenti per la dimostrazione di questo risultato.

2. NOTAZIONI ED IPOTESI.
Sia Ll un insieme aperto e limitato di R (m 2 2) con frontiera 2£) rap-
2 . .
presentabile localmente come grafico di una funzione di classe C . Sia N il
versore della normale a 9JfL, orientato verso l'esterno. La definizione ci N

d estesa a tutto un intorno di DSl attraverso la costruzione delle coordinate

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del "Centro di Studio per la Matematica e la
Fisica Teorica" del C.NeR., Genova: (Anno accademico 1973-74).



gaussiane associate alla superficie DXL (vedi ad esempio [2]pag. 57).

Come & ben noto, cid consiste nel definire N(x), per ogni X abbastanza
vicino a 2JSL, come il versore della tangente alla geodetica passante per X
e ortogonale a 20. Sia v un campo vettoriale ad m componenti, defi-
nito e di classe C1 in un intorno di 2J0L; sia H la curvatura media di
2L . Indichiamo con a-b il prodotto scalare di due vettori a,b(€ Rm),
con div v la divergenza del campo vettoriale v , con :5-1_\1- la derivata
nella direzione N su 2L.. Per altre notazioni e probrieté dei campi vetto

riali, si veda ad esempio [3]

3. RISULTATI.

Teorema. Nelle ipotesi dette sopra, risulta

Eiiv v~ % (v-N) + (m-1)H v-NJ de =0 .

2N
Dimostrazione. Sia [ una porziore di AS). rappresentabile come grafico di una
) . 2 : ) .
funzione di classe C . Allora esistono un sistema di coordinate carteslane
m, 1 2 m m-1 i .
ortogonali di R (x ,%x , seey X ), un dominio D &R ed una funzione vet-

2 m
toriale f di classe C (D), a valori in R, tale che

m 1 2 m-1 1 2 m-1
T = {x€R=x=f(y,y,---,y Yy (¥ 5y s v0esy )GD}-

La funzione vettoriale f pud essere inoltre scelta in modo che risulti
1 2 j-1 _j+1 m
A(f L ,eeey b £ ...,f)/}>o‘

m
min 2 det
- 1 2 m-1
D j=1 }(y sy sceesy )

o0, M
Sia c? una funzione scalare di classe GCg (R) tale che (supp CF ynanc [

proviamo che

(1) j[div( (fv) - % ( Qv-N) + (m-1)H q‘)v-NJ d6 = 0.
T



Posto per brevita
1 2 m-1 1 2 m-1 1 2 m- 1
(2) N(y 45 5 coeyy ) =N [f(y 3Y scecyy )] ’ V()’ 3Y seee,yy )€D,
P : s . oM 1 2 m .
consideriamo le coordinate curvilinee in R (y ,y , ...,y ) definite da
12 m-1 m 1 2 m- 1
(3) X=f(y 435 5 eeayy ) +y Ny ,9, eoeyy )

Allora se S-:> O & abbastanza piccolo, le (3) stabiliscono una corrispon-

denza biunivoca tra Dx(- g +»&) ed un intorno di [~ . Posto

m ?xk ka

(4) 8, =; i (1,§ = 1,2, veey m)
5 g = det |5 |

risulta, per il teorema di Binet:

1 2 m
g =4 et } A L%, weo,x )

I

2 m
a(y sY 5 eoesy )
e quindi, dalle (3):

e ] & " m I
'———1' v _——1' © 00000 0000000000000060060000000 _"""'1""""}7 "'_'-"1'“
dy dy v Jy

©0 0000000000000 0000600900e0000000000C0O0CO0OCO0OCO0QOGOEO0 000006606 0©06&060O06OCOCGQOGCGE®

(6) % o ...l..'...I..’..‘....‘l.......'....‘.......‘.".............'....
1 1 m m
Py g N - F by AN
m-l m-l ...l......I.'......‘..... m-l m-l
v dy dy oy
1 m
N © 06 0000000000 000000 60O 00000000 00O N

Calcoliamo in particolare \’gl . Posto
y'= 0

; 1, 2 il i+1 m

hl = det a(f 'f 2 oeey £ of g seey f )
1 2 m-1

Ay 3y 5 evey ¥y )

(1 = 1,2, «ooy m)



& noto che

L
N iy | =n" =12, eeey m
=1
quindi
1 m 1 m
of - of df 2f
1 CRCRC IR 1 10.'0...' 1
Y 2y dy Y
.'.'..‘......... ’m —;2, .....I‘..'...l."..
i ..l'uoo.ooutvooo i 2 o.oo.uot-ooio'tonll ——
v-g— . ‘m (hJ) i m -
o Bf _2f 7= of df
— m-l LI ] m-l m—l oo 0 m-l
9y 3 Ay 2y
1 m i § m
N .'..‘00-. N h .......‘..‘h
— L
i 2
= 2 mH .
'j=1 -

(7

Dt'altra parte, per definizione di integrale superficiale e per le (3),

dym—l

1.2
(8) dy dy sv o0

si ha, per ogni funzione F definita su I— s
m

fF(x)dG [F(x(y)) y_g'J
y =0

T D
J Ellv(q:ov) V—i] dyldy2 cvenes d,ym-',1

e quindi in particolare
y =0

(9)

fdlv( CF v)ds =

r

Esprimiamo ora div((?v) in funzione delle coordinate curvilinee (y ,¥ sevesy )t

risulta (vedi ad esempio [ﬁ] page 71)

] S 0 j 1,2 m-1
(10) Jdiv(q}v)dﬁl = Z -“'—; ( VECPV ) dy dy eeeedy =
r j=1/D Vy ym=0
1,2 ol 12 el
= [ (V'-‘QV ) dy dy -tOdym— + Z (2 (V“?V )J dy dy -oody - Iy
3=1 y)
D

y—‘O =O

essendo ora v (3 = 1,2, eeey m) le componenti controvarianti del vettore Vv

1

2
nel sistema di coordinate (y 45 » --.,ym) definito dalle (3) .



I1 secondo termine dell'ultimo membro della (10) non & altro che l'integra-
: m-1
le della divergenza (in R ) del campo vettoriale (m-1)-dimensionale
1 2 m-1
(V_g-CPV,V-g—¢V’o~c,V§¢V )
j
Ve v
LA 0N

il teorema della divergenza, si ha:

} « Per la scelta di CP le funzioni
m

y =0

(=142, eesy m-1) hanno supporto compatto in D quindi, per

Zm'l 2 j 1.2 m-1
(11) . [___3- (Vg¢v‘)] - dy dy eo e dy = 0 .
=1 D 9}’ y =0
Calcoliamo ora a &
e (q)v )‘ « Dalle (3) si ha subito
m m
By y =0
k
1 P) k
( 2) xm=N (k=1,2, vo0 g Tn)
y
inoltre per la condizione di ortogonalita
m h
Z h
lf.l(—N =0 (k= 1,2, coo g m—l)
h=1 Dy

si verifica facilmente che

(13) v = veN

m
ed ovviamente x €[ se e solo se y = 0. Quindi, cambiando le variabili:

m m k m m
(14) I:__g_ (va)] -1> ’B(civ) me ‘“Z aqu W o [2gven)

y =0 y =0 r r

2
Per calcolare —E-, s ricordiamo che per le (3), (4) si pud scrivere

ym=0

m
y
th m’bNh th+ m'bNh)
y s . Yy T /e
i i
1\2dy PR AN A 2y’
h h ‘ ‘
(‘—""‘—af, +ym —"aN >Nh=0) i= 132y eesy m=l, j=m
i
2y dy

m

i’j = 1,2, seo gy m-l;

T

02
1
M

ij

- g
I

1
Oppure j=1’2,-oo ,m-l, i=m *

»
i(nh)zzl, i=j=m,

h=1



da cui segue (si osservi che gi_=g,i per i,j = 1,2, ¢ee, m):
J
h
nof" -
Z j s 1,3 = 1,2, eoey m-1,
e, . h=1 ?y’
(15) _____.l -
m
dy | m
y =0 . .
0 s 1 =m oppure j=m
oppure j=i=m,
S
Indichiamo con g J(i,j = 1,2, «ee, m) gli elementi della matrice inversa
di g.. 3 allora risulta evidentemente
1]
= ih
1 3
g = Z B 8 8 (=12, ceeym)
h=1
e dalla regola di derivazione di un determinante segue
m_ 28 .
2 ik ik
(16) =l = g &
m m
2y | m i, k=1 )y m
y =0 y =0

Dalle (15), (16) si ricava

j ] .
= 2g Z: Z Af gNk glk .

L=l =1 9yt 2y

2y

m
y =0
D'altra parte la curvatura media H di [T si pud esprimere mediante le

1 2 m
coordinate curvilinee (y ,y , ++s, y ) come segue (vedi ad esempio [?]

pag. 152-154, E}] pag- 295)'
o 3 ! Sk
i,k=1 j=1 gy 2y

per cui la (17) fornisce

(18) 3‘&; = ~2(m-1)gH ,
dy o

e quindi

(19) 2% = 21V— “‘g'g?n' = «(m-1) v—gH s
By ym=0 & ay ym=O




Dalle (7), (8), (13), (14), (19) si deduce allora

| d 1 2 -1
(20) [—3——; (\[g‘ qvm)] dy dy” ... dy“‘ -

m
D ’ y =0

| 1 , | o= . |
B [VE Q—n_l (‘va)] ay'dy” ... dy" [‘f’vm Jﬁ] dy dy’ eee dy L
o- 9y o N

Il

Jr ':a*?ﬁ (q?v-N)dG - (ﬁ-l)/Htfv-N de .

r
Allora dalle (9), (10), (11), (20) segue la (1).

Per passare dalla (1) alla tesi del teorema, basta considerare una partizione
N N oo _m
dell'unitd su 9S), ciod una famiglia finita di funzioni ?kéCO(R Y(k=1,2,00,1r)

r

tali che OS(Pk <1, kzl ‘?k=1 in un intorno di L%, e (supp q’k)naﬁ. sia
~ 2

rappresentabile come grafico di una funzione di classe C (per k=1,2, ..., ).

Allora allo stesso modo in cui si & ottenuta la (1) si ottiene

f [div( thv) - %( ?kwN) + (m-l)zPk Hv-NJdé’ = Q (k=1,2, «eu,r);
L.

sommando queste uguaglianze per k che va da 1 a r si ottiene la tesi . B

Un risultato noto, dovuto a Talenti ([4], lemma 1 pag. 294) si pud ottenere

come corollario del teorema precedente. Bemettiamo un semplice lemma.

LEMMA. Siano u,w campi vettoriali ad m componenti, definiti in un aperto A

1
di R™ ed ivi di classe C'. Se in un punto xo € A risulta

u(x Jew(x ) =+ IU(x )l IW(x' )’ # 0,
O (o) 0o (o]
allora &
9 (u-w) ( _+ V(v
§ [¢) g o

essendo § una qualunque direzione.




Dimostrazione. Basta considerare la funzione scalare

u(x)-w(x)
JuGx)] ()]

: 1
definita e di classe C in un intorno di x . Essendo evidentemente -1<h(x)€ 1,
0

ﬁ(x) =

1a funzione h ammette per ipotesi nel punto x un punto di massimo O di mini-
o :

mo assoluto, pertanto

\U(x )llw(x )I ,a(u W) (x ) - u(x Y W(x ) _,SjﬂllﬂL)(x )

lu(x )] |w<x )[

da cui la tesi -« [ |

m 1
COROLLARIO. (Talenti). Sia p un campo vettoriale di R di classe c,

2
sia " una ipersuperficie di classe G contenuta nel dominio di p ,

sia N il versore della normale a [ - Se la restrizione di p a re

orotgonale a [ si ha

J[N wp divp — 3 -?—P—— + (m-l)HpZJdG =0

Dimostrazione. Si applica il teorema precedente al campo vettoriale

= (p'N)p
dopo aver fatto le seguenti osservazionis
1) Anche se la superficie (" non & chiusa come 9{) ., si pud ripetere ugualmen=
te la dimostrazione del teorema in questo casoe Infatti il fatto che la super
ficie | sia chiusa si & usato soltanto per provare la (11).
Ma questo & veros ael nostro caso, anche se la funzione @ non ha supporto com=
patto in I”. Infatti siano (vl,vz, coey vm) le componenti controvarianti del

1 2 m .
vettore v = (p-N)p nel sistema di coordinate (y s¥ s ¢2*s ¥ ) definite dal-

1 2 m-1
le (3). Essendo Vv , come P, otngonale a [ ,risulta v (y 3Y 5 s0*s Y ,0) =0



. 12 m-1
per ogni j=1,2, ..., m-1 e per ogni (y ,y , +¢e, ¥y )€ D.

Ne segue ovviamente

) .
_—""j_ ( VE VJ) = () v j=1,2’ erey m-l’
2 m 12 m=1_
4 y = V(y,y,---,y )eD
e quindi |
me-1 9
Z -~ 12 m- 1
=1
1), Loy L |
Pertanto la (10) si pud riscrivere, ponendovi (P = 1, semplicemente
' 2 12 -1
(10") div v d¢’ = . (V'g~ vm) dy dy ... dym
DY .
r D Ty =0

e il resto della dimostrazione procede nello stesso modo come nel teorema.

2) Risulta evidentemente, essendo v = (p:N)p :

div v = p*N div p + p.grad(p-N)

j 2 _ 2 2_, o .9
(21) 3 (veN) = 35 (peN) = 2 p-N Y (p«N)

2
H veN = H(p:N),
Per ipotesi p &, su r , ortogonale a I_, quindi p = (p‘N)N e‘p'N,-ﬁ Ip,su I
Tenendo conto di c¢io si ha, su [
' J
p-grad (p:N) = p:N >N (p«N)

2 2
H(p:N) =H p.

(22)

Infine applichiamo il lemma ai campi vettorili u=p e w =N nei punti

di [ in cui p # 0: risulta allora:

a(P‘N) 2 1p] A
= nei punti di rove p # 0, p': poN,

(23) I N AN | '
'b(agl-qn) o BaiNg!_ nei punti di [ ove p # 0, |p| = -p-N



10

La prima delle (22), le (23) e il fatto che |p'=,pANI su | provano che

2
, L) )

la quale & evidentemente vera su tutto [ (anche ove p = 0). Sostituendo

le (21), (22), (24) nella tesi del teorema si ha la tesi del corollario. H
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