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Sull’equazione ellittica di V. Iftimie

MAURIZIO CHICCO (*) (**)

1. Introduzione

In un lavoro del 1968 [7], V. Iftimie introdusse una classe di equazioni
ellittiche del secondo ordine, lineari, in forma non variazionale, a
coefficienti discontinui, dimostrando per esse un teorema di esistenza ed
unicita della soluzione del problema di Dirichlet.

Poiché in tale lavoro venivano fatte particolari ipotesi sulla frontiera di
Q (soddisfatte ad esempio se & convesso), pud essere non privo di
interesse provare il risultato di Iftimie anche per gli insiemi Q dotati di
frontiera sufficientemente regolare. Con "occasione si considera un’equa-
zione dotata anche di termini di ordine inferiore al secondo.

2. Notazioni ed ipotesi

Sia Q un insieme aperto e limitato di R” (n=3). Sulla frontiera di Q si
suppone quanto segue. Per ogni punto x, di 3Q supponiamo che esista una
sfera S di centro x, tale che: 0 (32) N S si pud rappresentare come grafico di
una funzione di classe C?, oppure (3Q2) S & unione finita di grafici di
funzioni di classe C?, e inoltre 2 NS & convesso.

Siano g€ Lo(Q) (i, j=1, 2, ..., n), > a;t:;=v|t]* per ogni t e R", q.0.
in Q, essendo v costante positiva; b;e L,(Q) (i=1, 2, ..., n), ce L,(2) con
p=2sen=3,p>2sen=4 p=n/2 se n=5.

Posto

n—1

A= E_ aii—(n—3)ann
i=1

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo G.N.A.F.A.-C.N.R.
(**) Istituto Matematico di Ingegneria, Piazzale Kennedy, pad. D, 16129 Genova.
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si suppone che esistano costanti y, ¢ tali che
(D A=4>0 q.0.in Q,

n-1 n 1/2
) gl essgsup% [(ai,- —a,)t+4 S a%,] <y<1.

j=i+l

Siano L, L, rispettivamente gli operatori

L=—éa-- i +2nb-—§——+c
nj=1 l]axiaxj in1 laxi ’

n 82
L0= - E aij-a_)—c-i—a—_;j'

ij=1

Sia infine

3. Osservazioni sulle ipotesi (1), (2)

Nel citato lavoro [7] di Iftimie, in luogo delle (1), (2) si suppone

(1" ne ‘"gaﬁ—(n—s)a,,,, >8>0,

-1 » 12
(2" >, €ss supL (@i — am)* +4 > a| =y<l1

i=1 e ‘A, j=1+1
che sono apparentemente pitt generali delle (1), (2). Facciamo vedere
tuttavia che se valgono le (1'), (2'), la (1') & equivalente alla (1) (e quindi
la (2') alla (2)), in quanto & necessariamente A>0q.0. in Q.

Per assurdo supponiamo dunque che, valendo le (1), (2), esista un

sottoinsieme B di Q, avente misura positiva, tale che

A<-48 q.o0.in B.
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Ne segue che q.o0. in B risulta

n—~1 n-1
6‘S——A=(n—-3)a,m— 2 aiis(n_l)ann— 2 a; =
i=1 i=1

n—-1 n-1
= 2 (ann - aii) = 2 |aii = Opp
i=1 i=1

da cui

nt Iann_aiil nol laii_ annl
1= — ——
ess sup ,}::1 —y 2, ess, 4]

n—1 n 12
=> essgsupl—}f| l:(a,-i —a,,)’+4 > a%{| =y<l1

i=1 j=1+i

assurdo. Le (1), (2) sono pertanto equivalenti alle (1), (2) di Iftimie.

4. Risultato

TEOREMA. — Siano verificate le ipotesi precedenti, e inoltre sia ess infc
>0. Allora, data comunque f in Ly(Q), il problema di Dirichlet

{Lu=f q.o. in Q,

3)
u e H(Q) n H{(Q)

ha una ed una sola soluzione.
Dimostrazione. — Allo scopo di provare la tesi, non ¢ restrittivo
supporre A=1 in Q. Infatti, posto

1
L, 1 L

'operatore L, &, per la (1), ancora uniformemente ellittico, soddisfa le
ipotesi (1), (2) e i coefficienti b;/A (i=1, 2, ..., n), c/A appartengono alle
stesse classi di sommabilita di b;, ¢ rispettivamente. Inoltre 'equazione
Lu=f q.0. in Q & evidentemente equivalente a L,u=f/A. Pertanto
supponiamo senz’altro A=1 in Q.

Sia u e HA(Q) N H¥Q), ¢ € C5(R"). Se supp ¢ c 2, per i risultati di [7] si
ha

“4) lloulleziay = KillLo(pt)|lz,ay

essendo K; una costante dipendente dai coefficienti di L.
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Sia ora (supp ¢) N 3Q # ¢; supponiamo dapprima che esista una sfera S
tale che suppgcS, SNQ sia convesso e (32) NS sia unione finita di
superfici di classe C%. In tale caso ancora per i risultati di [7] si ottiene la
4).

Veniamo ora al caso in cui supp e ¢ S, ove S ha centro appartenente a
3Q e (3Q) N S & rappresentabile come grafico di una funzione di classe C2.
A meno di una traslazione di coordinate (che non altera il problema),
supponiamo che il centro di S sia il punto (0, 0, ..., 0) e che (32) N S sia
rappresentabile ad esempio con lequazione cartesiana x, = g(x;, x,, ...,
Xn— 1) .

Posto

_o

ki ox i

0, 0, ..., 0) (i=1,2,...,n—1)

come in [3] consideriamo il cambiamento di variabili y = (x) definito da

Jy,:x,- (i=1,2,..,n—1)

n—1

)
1y,,=x,,+ > kixi—glxy, x2, ..., Xp-1).
j=1

E chiaro che I'insieme U’ = (2 n S) ha una parte di frontiera piana, e
inoltre

© lim —(y) =4 (,j=1,2, ..., n)
J

per le (5) e per la definizione dei k;. Come in [3] si vede allora che
I’equazione nelle nuove coordinate si scrive

n 2 n 3
9 - 3 B0)g At SE05=f0), yel

dove si & posto

N ) _
Br(y) = izlaﬁ(y) 5, 3, (Lr=1,2,..,n)
8 ) 2y
B(y) = i’lZﬂaij(y) 3%, (r=1,2, ..., n)

e inoltre f(y) = fl T0)], &) =al T 0], 4() =ul 7)), ece.
Siano ora ¢’, y' due numeri reali tali che O <¢' <¢, y <y' <1. Tenuto
conto delle (1), (2), (6), (7), (8) & possibile determinare un numero ry> 0
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tale che se 0<r=rp risulti

A0)E S 00) -~ (= 9pu0) =8 qo in U,

n 12
n-1 1 ,
2 eSSU,Sup A [(ﬁii - ﬂnn)2 +4 2 1822]1‘ = Yo
i=1

j=i+1

In altre parole la nuova equazione (dopo il cambiamento di variabili (5))
soddisfa condizioni analoghe alle (1), (2) nell’insieme U’ il quale, come gia
si & osservato, ha una parte di frontiera piana; anzi, piu precisamente,
risulta

n—1
(suppg) N3V’ ¢ {y €R™ yu = 2 k= 0} .

Per tali motivi si possono applicare i risultati di Iftimie [7] all’equazione (7)
in U'. Scrivendo i al posto di i e indicando con L, 'operatore della (7), si
ottiene una maggiorazione (analoga alla (4)):

) 62|y < Kol Lo( @,y + 188y llLion]

essendo K, una costante dipendente dai coefficienti di L, e da g.

Sia ora >0 arbitrario. Per le (6), (8) e noti teoremi sugli spazi di
Sobolev, tenuto conto della corrispondenza biunivoca (di classe C?) tra U’
e QN S(O, r), pur di prendere r, abbastanza piccolo, dalla (9) si deduce

(10) lettllery < KalllLo(pw)lz. + ellowllera + I(pw)dl.@)]

ove la costante K; dipende dai coefficienti di L, e dalla frontiera di Q, ma
non da e.

Consideriamo ora una famiglia finita di sfere (aperte) S; (j=1,2, ..., k)
in R" la cui unione contenga Q; tali sfere possono essere scelte con raggio
r < ry (determinato come sopra), e contenute in Q oppure aventi centro su
3Q. Sia ¢ (j=1,2,..., k) una partizione dell’'unita subordinata al

k
ricoprimento {S;}, ciod ;€ C5(S), 0=¢;=1(=1,2, ..., k), X ¢=1in
Q. Allora per la scelta di tali ¢;, per la (4) e (10) risulta  i=!

(11) oy ey = KallLo(g )|y + (e )lle)] G=1,2,..,k)

essendo u una qualunque funzione di HXQ) H)(Q) e K, una costante
dipendente dagli stessi argomenti di Kj.
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Si osserva ora che risulta

(12) L0(§0j u) = @ LO u—2 E_l ars(@j)x, Uy — E ars(@j)x,x, uj;

r,s=1

inoltre, per note proprieta degli spazi di Sobolev, perogni 6>0e u € HYQ)
(13) ot = Ol .0y + K ()

essendo K(0) una costante dipendente da 6, n e Q. Dalle (11), (12), (13) si
deduce

(14) loeleeco) = K[ILo 0y + [l o]

valida per ogni u € H*(Q) n H}(Q), con K; dipendente dai soliti argomenti.

A questo punto occorre ripetere la dimostrazione precedente (fino ad
ottenere la (14)) per I'operatore u—s (Lo+2)u, essendo A una costante
reale positiva. Si consideri I'identita (1), pag. 1357, di Iftimie [7].
Avendosi supposto A=1 in Q, essa si scrive

n—1

—Au= 2LO u-— E ai(aii - ann) +2 z aj Uy,x,

i=1 hi=1

o @)
€ quindi

n-1 "
—Au+20u=2Lo+ ) — Y aay— an)+2 D Gyl

i=1 Li=1
g
Pertanto, procedendo come in [7]:

(15) ”— Au + 2)\uHL2(Q) = K6”L0 u -+ )\uHLZ(Q) + Y”AuHLZ(Q)

essendo u € H*(Q) n H)(Q) e K, dipendente dai coefficienti di Ly e da Q.
Ma risulta banalmente, essendo X = 0:

(16) Az, 0) = |- Aue + 220, g

quindi dalle (15), (16) si perviene alla stessa maggiorazione a priori di
Iftimie per Lou + Au. Cosi la (4) si puo riscrivere

(17) lottlleray < Kof|Lo(pue) + Aoul|r )

ove 1=0 e ¢ & scelta come in precedenza. Si osservi che la costante K,
dipende da Q e dai coefficienti di Ly, ma non da A. Anche il resto della
dimostrazione precedente si puod ripetere, sulla base della (17), per
Poperatore Ly+ Al in luogo di Ly, ottenendo cosi una disuguaglianza
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analoga alla (14):
(18) ledleray = KfllLo e + 2ull o) + lllz.o)]

per ogni A =0 e u € HA(Q) n HY(Q). La costante K; dipende dai coefficienti
di Ly e da Q.

Dalle ipotesi fatte sui coefficienti b; (i=1, 2, ..., n), ¢ e dalla (13)
segue che, per ogni n>0 e ogni u € H*(Q) risulta

(19) Ly — Lo ulr@) = nlltwll,@ + Kol

essendo K, una costante dipendente da n e da Q, b, (i=1,2, ..., n), c.
Dalle (18), (19) scegliendo 0 <x < 1/(2 Ky) si perviene alla disuguaglianza

(20) [ty = Kol[|Lue + 2t 0y + el )

valida per ogni 2 =0 e per ogni u € H*(Q) n H}(Q), essendo K, dipendente
dai coefficienti di L, da n e da Q. Dalla (20), con procedimenti noti (vedi ad
esempio [9], [2]), si ottiene

(21) el 20y < Kol Lt + 20|10

per ogni u e H*(Q) n H{(Q) e per ogni A=, essendo A, ¢ Kjo costanti
dipendenti dai coefficienti di L, da n e da Q. Osserviamo ora che, per le
ipotesi fatte su Q e scegliendo A= xy=0, il problema di Dirichlet

{—Au+)\u=f q.0. in Q,
ue HA(Q) n HY(Q)

ha una ed una sola soluzione (vedi ad esempio [8]). Pertanto per la (21) e
applicando il metodo di prolungamento del parametro si deduce anche
I'esistenza ed unicita della soluzione del problema

Lu+iu=f q.0.in Q,
(22)

u e HX(Q) n HY(Q)

essendo f data comunque in Ly(Q2) € A = A (scelto come nella (21)). Dalla
(22), collo stesso procedimento di [4], si ottiene la tesi, cioé esistenza ed
unicita della soluzione del problema (3) non appena essginf c>0.

COROLLARIO. — Se b; € L.(Q) per almeno un valore di i(1<i<n), il
problema di Dirichlet (3) ha una ed una sola soluzione non appena
essﬂinf c=0.

Dimostrazione. — E la stessa ad esempio di [3]
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5. L’equazione di A. Canfora

Nel lavoro [1] A. Canfora ha introdotto 1'operatore ellittico

23 L S
( ) c™ igl ai axg

essendo
(24) aiELm(Q) (l= 1a 2, 3)7 ay =y — as, ay =12 — 43, a321

25) m =+ 0 Y el + 1, w2z (1 +9) lasl.@ +1,
1, 42, 7 costanti positive.

Si suppone che @ sia il cubo (0, 1)* e si dimostra che il problema di
Dirichlet

Lu=f q.o.in Q,
(26)
u e HX(Q) n H(Q)

ha una ed una sola soluzione, comunque sia data f in L,(Q2). A tale
proposito F. Guglielmino [6] ha osservato quanto segue. Ferme restando le
(24), supponiamo, in luogo delle (25), che

(25" 0< essginf A=< €ss sup d; <pr =

(Ovviamente le (25') sono meno restrittive delle (25)). Allora, scambiando
X, con x; (e quindi @, con a3) si ottiene

|la, — as| la; — a3 _ T |z — 243

€ss sup + ess sup + €ss sup <1
Q a+a Q a+ a 231 Q

“1

pertanto I’equazione di Canfora € un caso particolare di quella di Iftimie.
Applicando i risultati precedenti, si ottiene cosi esistenza ed unicita della
soluzione del problema (26) non soltanto nel caso in cui Q sia un cubo, ma
nelle pit generali ipotesi viste in precedenza per I’equazione di Iftimie.
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