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Su una classe di equazioni ellittiche
del secondo ordine
in forma non variazionale.

Mavrizio CHICCO (*)

Sammary. — Let L be a linear second order uniformly elliptic partial dif-
ferential operator in mon-divergence form. I prove that the Dirichlet
problem

Lu=f ae in 2,
{ uw e H3(2) N Hy(2)

(with f given in L,(Q)) has one and only one solution, provided the main
coefficients a; of I hawe some distributional derivative in L,(£2), without
necessarily belonging to HW»»(82).

1. — Introduzione.

In un aperto limitato 2, contenuto in R*(n>3), si consideranoc
Voperatore uniformemente ellittico

n o2 7 0
1) L=— 3% “if“—amiawj+zbi%+0

$,9=1 i=1
e il problemsa di Dirichlet

{Lu::;f g.o. in 2,

(2)
weHY Q) N HYQ)

2

con | dato in L,(2). Come & noto, se i coefficienti a,; si suppon-
gono soltanto misurabili e limitati, non & detto che il problema (2)
abbia una ed una sola soluzione, neppure facendo opportune ipotesi
sui coefficienti b;, ¢ di L (vedi ad esempio [12] pag. 18-19). Occorre
pertanto supporre i coefficienti a;; continui in £ (Koshelev [11],
Chiceo [4]), oppure soddisfacenti altre condizioni: vedi ad esempio

(*} Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per Y’Analisi
Funzionale ed Applicazioni del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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Cordes [7], Chiceo [3], Miranda [13], [14], Iftimie[10], Franciosi-
Fusco [8], Sharovskii [15], Viola [17], Brezis-Evans [2], Chicco [6], ece.
Noi ci limitiamo per semplicitd a considerare P’ordine di idee in-
trodotto da Miranda in [13] e proseguito da Franciosi-Fusco in [8]
e da Viola in [17]. Precisamente, Miranda supponeva i coefficienti a,;
appartenenti da Hu"({2) per 4,j=1,2,...,n (olire che, come si &
detto, essenzialmente limitati). Tale ipotesi viene attenuata in [8]
dove 8i suppone 9a,;/0%, € L,(£2) (nel senso delle distribuzioni) per
%, §=1,2,...,n ma solo per h=1,2,...,n—1, ¢ in [17] dove si
suppone a,; € H»() per i, =1,2,...,n —1. Tenendo conto che
in tutti i lavori qui considerati si fa altresi lipotesi di simmetria
(@ = @y per 4, =1,2,...,n), si pud rilevare che Miranda [13]
suppone complessivamente I'esistenza di n*(n + 1)/2 derivate (nel
senso delle distribuzioni) appartenenti ad L,(£2) per le funzioni a,;;
Franciosi-Fuseo [8] riducono tale numero a n{n? —1) /2 e Viola [17]
a n*n—1)/2. Quindi, anche se il risultato di [8] e quello di [17]
non gono confrontabili perché le funzioni supposte derivabili sono
nei due casi diverse, si pud dire che il risultato di [17] & « migliore »
di quello di[8], nel senso che richiede Pappartenenza ad L,(Q) di
meno derivate dei coefficienti a,;. Si osservi ancora che tubti e tre
i risultati suddetti ([13], [8], [17]) richiedono un numero di derivate
(per i coefficienti a;;) dell’ordine di #3/2. Scopo della presente nota &
«migliorare » i risultati precedenti, nello stesso ordine di idee,
dimogtrando che il problema di Dirichlet (2) ha una ed una sola
soluzione (in opportune ipotesi sui coefficienti b;, ¢) non appena si
supponga che i coefficienti a,; abbiano certe derivate (nel senso delle
distribuzioni) appartenenti ad L,(£2), ove il numero di tali derivate
& (n(n —1)(n -+ 4))/6 —1, quindi dell’ordine di n?/6.

2. — Notazioni ed ipotesi.

Sia {2 un sottoingieme aperto e limitato di R” con #>3 e fron-
tiera 0f2 rappresentabile localmente come grafico di una funzione
di classe €% Siano a; € L,(2), ¢y =ay (4,§ =1,2,...,n) ed esi-
stano due costanti positive g, v tali che

n
Vi< 2, autit; <plt®

Gd=1

per ogni te R", q.0. in Q. Siano poi b,e L, (2) (¢ =1,2,...,%)
eceL,(2)conp=2sen=23p>2sen=4 p=mn/2se n>5.
Siano H“(£), Hy(£) gli spazi di Banach sui reali ottenuti com-
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pletando rispettivamente O7(02), 07(£) secondo la norma

b3

1l meaey = %] z,00) + 2‘:1 e,
=

Lo(2)

sia H>'(£2) lo spazio ottenuto completando C¥ Q) secondo la norma

Il eaay = ol zy0) -+ . Zl 1%, 202 -
Ty ==
Indicheremo per brevitd H“(0Q), HY*(L), H> (L) rispettivamente
con HY(Q), Hy), H(Q) (questi sono spazi di Hilbert).
Poniamo poi

P T
. 2 . 2
Yo == VE Yy Wpe == E Wy -
i=1

4,d=1

B noto che in HXO) la quantitd |, [ .2 © una norma equivalente
a |u]gi), mentre in Hi(Q2) N HX2) la quantitd [u,,]; ) ¢ una
norma equivalente a |u]peqy. Per ulteriori notizie sugli spazi di
Sobolev si veds ad esempio [9], [12].

Indichiameo infine con §,; il simbolo di Kronecker:

1 sei=7,
0= .
6 se 2547,

3. — Risultati.

THEOREMA. — Oltre alle ipotesi enunciate in precedenza, SUPPORIAMO
che visulti (0;5)e, € Ln($2) nel senso delle distribuziond, per ogni 4, §, &
con l<t<j<n—1, j<<k<n. Allora esistono due costanti K, ¢ A,,
dipendentt dai coefficienti di L e da Q, tali che risulii

3) sl 22y < Bl | L+ e 50y + 9] naor}

per ogni A>1, ¢ ogni we H*(Q) N HY{(O).

DIMOSTRAZIONE. — Come in [17], non & restrittive dimostrare la
tesi (3) per 'operatore 7, in lucgo di I, ove

82

7
Ly=— 3 tymee .
~

i,9=1 0 ; 0w,
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N

Allo stesso modo non & restrittivo supporre che la funzione
w e HY(Q) N Hy(2) sia moltiplicata per una opportuna funzione
o€ O5(R"). Cominciamo anzi a supporre o€ OP(R2) e dimostriamo
per induzione la seguente proprietd:

«esistono due costanti positive K, e 1, dipendenti solo
da u, v, tali che risulti

(4) [{oew)aoll 2o <K2{ [ Lotocw) + Ao |30y + [low]| 3 o) +
(P) + & "El ’“21(2 - 51’7‘) :
k=3 i=1 j=4

) f ‘(C‘u)xk[(“z’j)m(“u)mm; - (aii>w1(“u)ximk]fdw} 9

2

per ogni A>1 e ogni we H¥ Q) N HID)».

T chiaro che, una volta provata la proprietd (P), si deduce facil-
mente da essa la tesi, infatti (vedi ancora [17]) per ogni ¢> 0
esiste una costante K, (dipendente, oltre che da ¢, dalle derivate (@),
purché appartenenti ad L,(2)) per cui

(5} fl(@n)wrume%x,;xkfdm*\ielf“leiiz(m + Ke{iu’“ig(g) .
£

Dalle (4), (5) nonché dalle ipotesi fatte sulla derivability dei coeffi-
cienti a;, segue la (3).

La proprietd (P) & vera se % = 2 (in tal caso evidentemente
non c¢i sono gli ultimi integrali a secondo membro), come risulta
ad esempio da [16]: pertanto per provarla in generale basta assu-
merla per # —1 al posto di n e dimostrarla per ». Fissato un nu-
mero reale a, sia 0= {(&y, @y, ..., 2,) € R: 2, = a}; & noto allora
che la restrizione di w ed Q' appartiene ad H2(Q') per quasi tutti
gli @ per cui £2' 6 non vuoto. Lo stesso si pud dire per le funzioni a;;,
0i08: 86 (@y)s, € Ly(£2) (nel senso delle distribuzioni) per qualche
valore di 1, §, k, allora risulta (a,,)., € L,(2') ancora per quasi ogni a.
Indichiamo con L, ’operatore

; ’I&EI 82
Ly = — L e
§y5=1 Bx@ axj
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per Dipotesi induttiva, supposta valida per »—1, si ha al}om:

2
Ta(2) <

©) S ot

i,i=1
w1 k—11%

k-1
<E{|Zaw) + Joulhio Floulbior+ 3 3 T (@—da)

: f’(a%)mk{(aii)wk(“%)mm an (a’ﬁ)mj(“'u’) xewk] 'déﬁ’}
o

{ove da' = da,dw, ... d%,_;). _ . ' ‘
Poiche, come si & detto, la (6) vale per guasi ogni sezione 2,

integrando rispetto ad z, 81 ha

n—1
(M) 2 Howa i<
Byi=1 n-—-1 =1 k=1

<K2{ | Lofocte) + Aonw]|3 o) + ot Ty +k§3 igl 21(2 —0y)"

[10080) ) 068, (05100}
2

valida per ogni A>1, uwe HX (), ae 07(2). _
Procedendo poi ancora come in [17], si ha, per ogni £> §:

® 23 ol =[{ 3 aulom o), + Harw) o) =
= P

Gyd=1

= — [[Zotow) -+ Aonu](om)penlr -+
2

-1
"““ E aii[(“%)wwn(“u’)xﬂn - (“q’(’)wiﬁi‘j(au)onﬂ](zm <

i,d=1 o
¢ 2 L (o) + Aol -
<3 [ (ot} an | a2y -+ % | Lo ot | 1,2) +
#—1 n—1
+ 2 Z 2— 6if)f(“u)mn[(a’ia‘)xn(““)wim — (@) (0 gy, 2
i=1 §=1 o

Posto nella (8) ¢ = v e tenuto conto della (7) & immediat(? perve-
nire alla (4) e quindi alla tesi per quanto riguarda la funzione ow,
con « € 05 (£2).
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Resta da considerare il caso in cui il supporte di « abbia in-
tersezione non vuota con la frontiera di £. Come in [17], si os-
serva che se tale frontiera, nel supporto di «, & piana e la normale
ad essa coinecide eon uno degli assi coordinati, allora gli integrali
su 00 sono nulli. D’alira parte con un opportuno cambiamento di
variabili ei si riconduce appunto al caso della frontiera piana;
poiché il supporto di « pud essere scelto arbitrariamente piecolo’
si prova che I’errore commesso ¢ un multiplo arbitrarviamente piccol(;
Ai [(08) gyl pyy, da cui la tesi per la funzione o con « € C7(R").
Si eompleta poi la dimostrazione, per provare la tesi per ogni
uwe HY Q) N Hiy2), attraverso una partizione dell’unita. Per wul-
teriori dettagli sm questa parte si veda ancora [17] O

OSSERVAZIONE, ~ Nel teorema precedente si somo supposte ap-
partenenti ad I,(£2) le seguenti derivate (nel senso delle distribu-
zioni):

(@u)s, per k=1,2,...,%

(@12)e,, (@an)s,  POT k=2,3,...,n

(alﬂ‘l)x;ﬁ (“2"")@,;7 reey (“n-—l"*l)xk per k=mn -1, w .

Quindi in tutto sono

a—1
Tim 1) =
derivate.

Angzi, pit precisamente si pud dire (come si ¢ gid osservato)
che per n = 2 la tesi & vera senza ipotesi sulle derivate delle fun-
‘ZiOHi a;;. Pertanto nel teorema precedente si pud ragionare per
induzione solo per #>3, quindi in realtd non & necessario supporre
Pesistenza della derivata (ay)., in L,(02).

Allora il numero effettivo di derivate di cui si suppone Pap-
partenenza ad 1,(Q) &, come detto nell’introduzione,

nin— 1)n-+4)

6 1.

COROLLARIO 1. — Supponiamo che, fissato un intero m eon 0 <<m <
<n—1, risulti a; € ON2) per i,§=1,2, ..., m, ¢ (0y)s, € Ln(£2) (nel
senso delle distribuzions) per ogni %, §, k eon 1<j, m -+ L<j<<n —1,
j<k<n. Allora vale la stessa conclusione del teorema precedente.
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DIMOSTRAZIONE. — Fissato &> 0 ad arbitrio, sostituiamo alle
funzioni a;,; (per 4,7 = 1,2, ..., m) il loro valore in un punto z, € 2.
Detto L Poperatore ottenuto da L con tale modifica, se « € C5(R")
& una funzione avente supporto compatto contenuto in S(@,, ) =
={reR": |v— xo] < 7}, si pud scegliere r in modo che

9 WD — Do) | oy < el (em)as 2@

per ogni u € H*Q2). D’altra parte all’operatore L (i eui coefficienti
gono costanti per 4,7 = 1,2, ..., m) si pud evidentemente applicare
il teorema precedente, e la costante K, della (3) non dipende da &.
Dalla (9) quindi, per partizione dell’unitd, si pud facilmente per-
venire alla tesi del teorema precedente. ]

OSSERVAZIONE. — Il corollario precedente per m == n—1 rida
il risultato di SHEAROVSEII [15], mentre per m = 0 ridd il teorema 1.

COROLLARIO 2. — Supponiamo soddisfatte le ipotest del teorema 1
oppure del corollario 1; sia inolire ¢>0Cy g.o. in 2, con Oy costanie
positiva. Allora il problema @i Dirichlet (2) ha wne ed una sola solu-
zione, qualunque sia lo funzione [ data in L,(82).

DIMOSTRAZIONE., — Alla luece del rigsultati precedenti, si pud
procedere come in [17] teorema 6 ¢ corollario 7. D
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S-Spaces by Means of the Behaviour
of Hermite-Fourier Coeflicients.

ANTONIO AVANTAGGIATI

Sunto. — 8¢ dimostra che gli spazi Sg(R) di Qel'fand e Shilov ([3], 2, Chap. IV
coincidono con cevti spazi Uypg(E) introdotii dall Autore in precedenti
lavori ([11, [21), in base ad un cavatiere di decrescenzo esponenziale di or-
dine 1/2 8 della successione dei coefficienti di Hermile-Fourier. St deduce
gqwindi che gli Sﬁ(R) sono spazi di Montel.

1. — Introduction and results.

S-spaces were introduced, deeply studied and powerfnlly applied
by Gel'fand and Shilov. They are subspaces of S(R), the Schwarz
space of rapidly decreasing O®-functions. 8-spaces are structured
as numerable normed spaces or as induetive limit of increasing
sequences of normed spaces and moreover as topological algebras.
Their topological duals are Ultradistribution spaces successfnlly
used in Cauchy Problems, Differential Operator Theory and also
in Speectral Analysis, as it is shown in [3], 2, 3, 4.

In this paper we are interested in the third elass of the ones
introduced in [3], 2, that is to the Sﬁ(R) spaces. These have been
defined by means of

(1.1} «fe 85(Ry» <> «3J4,B,CecR,: Vh EkeDN,
|t f (@) || ooy < CAPBERIS |26 3

The topological structure is grounded on the evaluations

. lxh.wk(m)[
(1.2) l#]a,3.mm0 = ;213« (A + 1jm)*- (B + 1[n)e-hra-Jrs’

which lead to the normed spaces 875" of all g such that [@] 4 sma <




