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Principio di massimo generalizzato e valutazione del
primo autovalore per problemi ellittici del secondo ordine
di tipo variazionale.
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Summary. - I prove a generalized wmaximum principle and on evaluation of the first ein-
genvalue for linear second order elliptic partinl differential equations in divergence form
with discontinuous coefficients.

Introduzione. - Scopo del presente lavoro & dimostrare i segrenti risul-
tati per le equazioni lineari elliftiche del secondo ordine, di tipo variazionale
¢ a coefficienti discontinui (studiate da G. SravpaccHrA in [10]):

1) prineipie di massimo generalizzato: affinche ogni sottosoluzione non
positiva su 082 sia necessariamente non positiva in €, occorre e basta che
esista una sottosoluzione megativa in @; -

2} valutazione del primo antovalore: servendosi dell’enunciato prece-
dente si stabilisce una caratterizzazione dell’auntovalore della equazione avente
masgsima parie reale.

Tali risultati sone in parte noti per le equazioni lineari ellittiche in for
ma non variazionale; si vedano ad esempio i lavori di PROTTER ¢ WEINBER-
GER [8], [9] e di PrErRE ¢ Rus [7].

Norazioni, DerinizioNt, Iprorest. Nel seguito si faranno le seguenti ipo-
tesi, senza esplicita menzione. Sia @ un insieme aperto limitato e connesso
di R". Supponiame per semplicith w=3; i risultati sono validi anche per
n= 12 pur di modificare qualche esponente di sommabilith negh spazi funzio-
nali inconfbrati.

Sia [y un sottoinsieme chingo di 8@ e sia I = 3R~ 1y, Supponiamo che
39 sia abbastanza regolare, ad esempio localmente lipschitziana (1.

Siano HYQ) ¢ HQ) gli spazi ottenuti completando rispettivamente C1{Q)

¥} Lavoro eseguilo nell’amla;io del Centlro di ricerca di matematica e fisica ’reorwa del
Consiglie Nazionale delle Ricerche presso PUniversitdh di Genova.

**) Botrata in Redazione il 14 luglie 1970.

(1} Questa ipolesi si potrebbe ridurre; come in [2] basterebbe supporze che esista un
aperto &1 dofato di frontiera localmente lipschilziana e tale che Q1> €@, I i,
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6 (4R secondo la norma
ot e == it sy = = ot bracen

Sia B compatte, BcQ, u € H{Q). Diremo che # <k (u=F%) in B nel
senso di H'(Q) se esiste una successione u; € CQ}, w;<<k {w;=Fk in B e
lim {1 oy = 0.

J
It seguente lemma stabilisce una connessione tra le diseguaglianze nel

gsengo di HYE) e quelle nel senso della misura ordinaria.

Lemua 1. - Sia u € HYR), u <k quasi ovunque in Q. Allora & uw <k nel
senso di HYQ) in ogni compatlo conlenulo in €.

Dimeostrazione: vedi [6] pag. 46 e bibliografia ivi citata (3.

Nel seguito la frase «nel senso di H'(Q)» sard omessa ogni volia in cul
¢id non crea ambiguitd. Tudichiamo con V il sottospazio lineare di H'Y{Q)
gosl definito:

V=HYQN{f:f=0 sa Tol.
Sia B=Q. Si definisce capacita di B rispetio ad € il numero
papn B = inf {||efig v € CHQ), v=1 in BY.

Bussiste il seguente:

Levma 2. - Sio BeQ, capy B > 0. dilora esisle una cosfante K dipen-
dente da &, B, n tale che
........ (1) = Kl 5\5 H”ELQ(Q]

i

2
—2
per ogni w€V, u="0 in B.
Dimostrazione: vedi [2].
Vale anche il risultato seguente, riguardante le tracce delle funzioni di

Vsu Iy:

2(n —
LeMma 3, - Per ogni e >0 e per ogni ¢ < ~—i:—01) esisle wuna costanie
]

K, dipendente g, n, &, 8 tale che sia

{?) Per il confronto tra le disuguaglianze nel senso 4i HLYR) e guelle nel sepso deila
capacith si veda [3].



M. Cuicco: Principio di massimo generalizzato e valutazione, ecc, 3

[ele e = el i + Ko [t fugeny -

per ogni we V.

Dimostrazione: vedi ad esempio [B], pag. 49

Siano poi: ay € L@}, b} ay it =v | % v costante positiva, b€ L.(R), d.€

i, ja=1

ELP(Q}, GEL_P{Q), e € L},M[Tl), p> ",
2

dm—%—j ent do,

afu, v) xf% Tty U, U, + g] b, v+ din v, ) cuv
I

i =t

Per le ipotesi fatte, per la disuguaglianza di HOLDER e per noti feoremi
sugli spazi di SomoLEV, V'espressione af.,.} & una forma bilineare e continna
su HYQ) (vedi [B], [10]).

Sara ufile il segnente risaltato di G. SraMpaccHIA:

LieymMa 4. - Sic u€HYR), v <0 in @, u non identicamente nulla in Q,
alu, v) =0 per ogni vE Q). Allora per ogni dominio compatto D “conlenuto
in Q risulle esspsup u < 0.

Dimostrazione: vedi [10] corollario 8.1
Di qui, con procedimente simile a quello usato in {1}, si ricava il

CoROLLARIO 1. ~ 8Sig w & HYYQ), w=<0 in &, w non identicamenie nulla
in B, alw, v} <0 p2r ogni vE OuQ), v=0. Allora per ogni dominio compatio D
contenuto in & visulle esspsup w <0,

DIMOSTRAZIONE, - Per assuvdo sia @, un punto interno ad £ tale che

ess . sup =0 per ogni aperte 4 con z€ 4« R, Si possono dare due casi,
19 easo: w non & identicamente nulla in nessun intorne di z,, Allora

sta & una sfera in modo che #,€ S Q, w¢ HolS) e la forma bilineare af.,.)
sia coercitiva su Ho(S), ciod esista muna costante positiva C, con

alz, &) = Hz]éim) per ogni z€ Ho(S).

Per oftenere cidr basta che la misura di S sia abbastanza piccola ({vedi
[10] teorema 3.1).
Consideriamo la seluzione # del problema di DIRICHELET
S alu, v) =0 Mo € HyS),
f w — 1 € H(S).
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Tale solnzione esiste per [10], teorema 8.3, Inoltre si vede facilmente
che

{4 W in §.

Infatti posto g = max(w —u, ) & g€ HolS), g =0 e quindi alg, g)= aw —
—u, ) <0, da cai g=0 in § In modo simile si vede che <0 in §, e u
non & identicamente nulla in § perchd u — w € HolS), w ¢ Hi(S). Peril lemma
precedente & esspsup u <0 per ogni dominio compatte D contennto in S; se

perd o€ l()), risuita esspsup we=0, e cid & assurdo perchd in contrasto con la (1),

20 caso: sia w identicamente nulla in un intorno di z,. Posto B=|x:
1w €8, wr)=0/, consideriamo un aperto 4 con BUjz|<4A<=Q e tale che
w ¢ HolA). Tia scelta di un A siffatto si puod realizsave in modo che mis(A — B)
sia arbitrariamente piecola. Poniamo

bile) per e d— B,

0 per € B,

e in modo analogo d;, c. Sia poi

i, v) :f%_ﬁlaij W, s, -g—‘?lt"; {5; W, U diw v, b cwv lda.
= =
A
E chiaro che risalta afw, v} = alw, v) per ogni v € Hy(d). Ora scegliamo 4
in modo che la forma a(.,.} sia coercitiva su Hi(d): segue dal teorema 3.1
di [L0] che cid aceade non appena mis(4 — B) & abbastanza piceola. A questo
punto si oonsidera la solazione # del problema di DiRICHLET

5 afu, v} =0 v € By d),
! w—10 € Hfd).

Lia conelusione & identica a guella del caso precedente, c.v.d.

Richiamiamo ancora, per counvenienza del lebtore, un noto risultato: & un
importante teorema di KrEIN ¢ RuTwmAN sugli operatori «che lasciano inva-
riante un cono in uno spazio di Bawaiou »

Dato uno spazio di Banace X e un suo sottoinsieme chiuso K, K si dice
un cono 8e: 1} se A>==0, z€K allora iz€K; 2) se z, y€ K allora o+ 4y€ K
3) e z€K, x==0 allora —2¢ K (vedi [4]).

=i dice che l'operatore I': X.—» X lascia invariante il cono K se TK < K,

LevMa b, - Sia T wn operafore lineare e completamente conlinuo di X
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in s che lascia invariante wn cono K e avente alineno un autovalore diverso
da zero. Allora T ha wn aulovalore positive wnow ninore, in modulo, di ogni
alfro aulovalore.

Dimostrasione: vedi [4} teorema 6.1 (pag. 262).

Possiamo ora enunciare il primo risulfato del presenie lavoro.

Trorema 1. - I due enunciali seguenti sono equivalents

a}  per qualungue funzione uw € H'YQ) fale che u<z0 su Uy ¢ afu, v}=<0
per ogni v€V, v=0, risulie u==0 in 8.

b} esiste una funzione we€ H48 tale che:
w0 in 8, apw, v)< 0 per ogni veV, v >0 in Q.

Dimostrazione: a)= bl Sia f€ (%), £ <0 in Q; consideriamo il problema
al contorno

; alw, fv}mff@dm MuE T,
(2) ;

we V.

Hsso ammette al pitt una soluzione per la condizione a). Ma poiché il
problema (2} si inguadra nella teoria di Rimsz-FrEpUHOLM {vedi ad esempio
(5} pag. 82} vale per esso anche il tecrvema di esistenza; sia w la soluzions,
Per 1a condizione a) e per la scelta di f risulta w0 in @, a{w, v} <0 se
pe€V, v>0in Q.

b)=s a). Sia «w€ HY{Q), u="0 su T, alu, v)=0 per ogni v€V, v=0;
facciamo vedere che u=<0 in .

Consideriamo, per kb reale, la funsione w, = max (w4 fw, 03, ove w & Ia

fanzione data in b}, Sia

Qik)=|2:2IQ, wix) > 01,
By=inf{k:iwe=0 in Q1.

Kvidentemente la tesi sard provata non appena si dimestri che Jo <70
Per assurdo sia ko > 0. Scelto un dominio compatto D contenuto in £, essen-
do esspsnp w < O {coroliario 1), esspsup u < +4-oc {vedi [10] paragrafo 5) si
deloce che esiste un numero A tale che
{8) =0 in D per E==h.

Data DParbifrarietd di D si ha intanto

{4) lim mis Q&)= 0.

k00
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Facciamo ora vedere che, anche se ky ¢ finito, risulta

{9) lim mis 8(k)= 0.

Jtmy Ica

Infatti se cosl non fosse si avrebbe 1 esistenza di un softoinsieme B di @,
corollario 1 applicato alla funzione w - kv, seguirebbe che u - kow == 0 in Q.

Ciod wu == —kyw, da eui si avrebbe afw, v) =0 per ognt v€V, assurdo
perchd in contrasto con bj. La (B) resta quindi provata. Da essa si deduce
che esiste un softeinsieme B* di @ avente capacith positiva rispetto ad @
ed un numero b tali che: O <k, <k,

{6) wp =0 in B* per ogni k=Fk;.

Inoltre per pli stessi valori di & risulta w, €7V, w, >0 in Q, w,=0 in
Q—Q(k), da cui

7y alu - K, 1wy == alivg, ) <0

Applicando ora la diseguaglianza di HOLDER, le ipotesi fatte sui coeffi-
cienti e il lemma 5 sf ha:

(8) Vo = Bl + dillgom [0 - Dowle 2 oo +

} HGEkL%@:—(m ' ;! Wy ﬁ 112:'2 (aen + Ue Eilpu_'a([‘:) ‘e II (i ’E?Q{ GED -+ Ko favn EEQ(Q [J‘sj)]

v

Seeglinmo ora E:Q—H?—ilff‘—}— e appiichiamo ancora la disegnaglianza
et
LRad SLRE

di HonpER:

v " s , ; 9n
(9) g N0 g gy = 2 [0t dillanien * Rl liany « e e 25 ocen +
ol o - bronly 2w + Kolefe -y« (mis QUG - 2 o, -
Tenendo presente la (6} ¢ applicando il lemma 2 si trova
4 \ BT ‘
(10) 5 [t} {ii!(gz[fu}) = & E,?}libi + dileaony + Kz iEC[]L;imUc)} +

2

4 Ky Ko fells, oy o (mis QUEN: | (0 am)
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Allora dalla (10} e dalla () segue che se &k & minore di k, ma abbastan.
za vicino a ko, risulta [{u) ooy =0 elod wi=0 in &, assurde. E quindi
agsurdo supporre ko> 0. c.uv.d,

CoroLnaRIo 2. - Supponiamo che valga la condizione a) del feorema pre-
cedente. Sia un w numero positive, sie e €HY (R}, =<0 su Iy,

alz, v) b e, Ve =0 per ogni wEV, v=0.

Allora ¢ 2<<0 in &.

Dimestm?iene Per il teorema precedemte esiste una funzione w € HY{&)
Ov vmmentp msulm a fOIElOI'l aiw, v} -+ p(w, D)y ﬂ)< 0 per ogni v€V, v 0.
Pertanto il teorema 1, applicato nel senso b) = a} alla forma bilineare af-, -)
(s, sjrny fornisce la tesi. co.d.

I risnltati precedenti permettono di stabilire upa limitazione per gli au-
tovalori del preblema

(11) \ C!/ +>\(M, )Lz(ﬂ):O AVLUE V,
- uevw

TeoremMa 2. - Sia ) Uaufovalore del problema (11) avente massima parle
reale. Allora Xy é reale e visulla

alw, vj : ol
Ay == — 81U £ € HYS}, w<0 Q.
1 sup 1;}1‘;(; i, ’U}LQ[Q} w (8}, w <O in g

Dimostrazione (adatiata in parte da [B}).

1) Cominciamo a far vedere che A, & reale, Supponendoe che il numero
reale 1 non appartenga allo spetfro di {11) si pud considerare V'operatore

G;;. Lz{ )'""} V
definito nel modo seguente:
{12) Q’(Gp i, ’U) "i‘ P{ GP,@E, /U)irz{ﬂ) == (‘%J ,u)fuzlﬂ)} V{U € V.

Tale operatore & completamente continune in L.(R). Sia ora n abbastanza
grande in medo che esista una costante positiva ¢ con

{13) afe, 2) 4 nie lr»m)-?%i ﬁfhm); Wae b
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(Cid & certamente possibile: vedi [5] pag. 162 oppure [10] pag. 200).

Se vale la (13} p non & nello spettro, e inoltre: se uw€Ls(Q), u=0 in &,
ne segue G,u <0 in Q. Infatli, porte = max (G, 0), per la (12) con v=1
e la {13) si ha:

el ey < alar, 1)+ po e = (@ W@ =0,

ciot u="0 in Q@ e Gu=<0in &.
Allora tale operatore (7, (sempre che valga la (13)) soddista alle ipotesi

del lemma D. Pertanto esiste an autovalore reale £ di G, che ha meodulo
massimo tra tutti gii autovalori di Gy:

(14) <t per ogni { autovalore di G,.

D'altra parie & facile verificare che se A & un autovalore del problema
{11}, il numero t={p—A"" & un autovalore dell’ operalore @, e viceversa.
Pertanto, posto fi=(p— W™, la (14} formisce

(15) [—AlZ p—h per ogni % autovalore di {i1).

Poicho la (15) vale per ogni p abbastanza grande, si pud in essa far di-
vergere positivamente i, ottenendo

{16) Re <), per ogni A autovalore del problema (11},
(idb prova che esiste un autovalore reale di massima parte reale.

2) Posto L= —sup{ inf ,_'_Cf_(_??}i,v_}____; wEHYR), w<0 in &,
cer (1) Vi)
w0
facciamo vedere che A’ & un autovalore del problema (11).
Supponianoe per assurdo che non lo sia; allora si pud considerare 1 ope-
ratore G e risalta Gypu <0 in @ per ogni w€ Ly(R}, # <0 in Q. Infatti si
verifica facilmente che

lim | Gyu— Gl =0 e G,u=<0in & se w> N

pp 4
per definizione di A e per il teorema 1. Inoltre se A’ mon & un auntovalore e

se 0 < ¥ -—n< |G|, neppure p & un autovalore e si ha

Gy = G T — (¥ — ) G 7 == S — )y G

j==0
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Pertanto anche per tali scelte di p risnlta ¢, 4 <<0 in Q non appena
w0 in Q. Se w= Gu con ue LX), <0 in Q risulta alw, v)4 phw, v
< 0 per ogni »eV, v>0 in & Per il corollario 1 & anche w <0 in &.

Ne segue inf ar, v)

8/ (7, V)iya)
o>
la definigione di X'}, 8i conclude che A7 & un aulovalore.

> — 1, & questo & assurdo essendo p <) (si veda

3) 8i & gih provato che &y & V'antovalore di massima parte reale, quindi
rigulia A <2,

4} Basta ormai far vedere che 2, <<V,

Sia p> 2 e dimostriamo che p > ;. Se p> ) esiste w€ H'(8), w<0 in
£ tale che — p < ind a[w,my_)m, da cui a(w, v} plw, Vg <0 per ogni ¢€V,
v/ {1, V)rye

v> 0. Begue dal teorema 1 che p non & un autovalore del problema (11) e
per il covollario 2 neppure i numeri maggiori di p lo sono. Cid prova che
A<p e quindi A, 0, c.o.d.

OssERVARIONE. ~ 1 risultati precedentemente provati permetterebbero di
studiare come varia il primo autovalore modificando lo spazio V¥, ¢ il domi-
nio &, o 1 coefficienti ¢, e della forma bilineare a{-, s}, Si riiroverebbero
in parte risultati analoghi a quelli di {7}
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