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ssendo f data in L, (12) e

7 2 " 8
L=— 2 a; 9 + 2 b +c.

q, je==1 x; Bx; i=1 Ox;

i coefficienti a; si fa un’ipotesi gid considerata in [2] e ciod: esiste
un sottoinsieme misurabile E di £2 tale che

ay=a;" xsg+a;® (1—xe) in 2

(*) Istituto per la Matematica Applicata del Consiglio Nazionale delle Ri-
cerche, Genova.
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ove a;MeC? @) (k=1,2; i,j=1,2,..,n), xz= funzione caratteri ora esiste un intorno (aperto) U di xo tale che

di E. ‘

L’operatore L inoltre si suppone uniformemente ellittico. Nel
lavoro ([2], remark 2.4) si & provato che se A & abbastanza grand
problema (1) ammette una ed una sola soluzione, qualunque sia
funzione § data in L, (£2). Nella presente nota si dimostra innanz
che, in ulteriori ipotesi di regolaritd per lUinsieme E e per le fu
foa® (k=1,2; i,j=1,2,...,n), le soluzioni u del problema (1
partengono a qualche spazio W% (2) con ¢>2 (od anche a W= (4
Di qui si deduce il principio di massimo e poi esistenza ed uni
della soluzione di (1) non appena 1+ ess inf ¢>0.

;’Z‘:tl'uﬁi“j “ Wk (U) =K [Hf” Wk (Q)+ HUHLQ () 1

iy

endo K1 una costante dipendente da k, n, xo, U e dai coefficienti di L.

DiM. Poiché ovviamente & W (22)=L, (2), la (3) & vera per k=0
di [2]). Procedendo per induzione, supponiamo la (3) vera per k—1
mostriamola per k. Sia € una funzione di classe Co~ (U) uguale ad 1
un intorno U’ di xo. Allora risulta intanto

L uy=§f+ 3 Us; +Pfu q.o.in U
=]

2. Notazioni ed ipotesi.

endo ai, B (i=1,2,...,n) opportune funzioni dipendenti da & e dai
fhicienti di L. Tenendo conto anche dellipotesi induttiva, & facile
ificare che risulta L (Eu)e Ws* (2). Sia ora e, il versore dell’asse
simo, con r<n. Posto

Salvo esplicita menzione contraria, si supporra quanto segue
2 un sottoinsieme aperto limitato di R"(n=3) con frontiera df2
presentabile localmente come grafico di una funzione di classe (7%

Siano @V, a;P€C* Q) (G, j=1,2,...,n), a;® = a;® (k=1

_gx+he)—g(x)

g = i (con h abbastanza piccolo e non nullo)

Lj=1,2,..,n) X a;%tit;= [t} in 2 per ogni teR" (k=1,2), E

i, j=1 :
sottoinsieme misurabile di £2, yr funzione caratteristica di E, bie L, {(
(i=1,2,..,n), ceL, () con p=2 se n=3, p>2 se n=4, p=n/2
nz=5. Si suppone inoltre che sia valida la (2). ‘

Per le definizioni e le proprietd degli spazi W5? () si rimanda
esempio a [5]. Si scriverd W' (2), W* (R) rispettivamente in luogo
Wo'? (£22), W* (£2). Indicheremo infine con Wxb? (£2) (oppure Ws*

se p=2) lo spazio ottenuto completando C~ (£2) secondo la norma

la (4) si deduce

[LEW]m=Em f+Efm+ él (@) Uz +

+ 2 i (U)o +Bow utBuan.

Fe==]
procede poi, in modo analogo, al calcolo della differenza [L EWDlim—
L [£uw] (confronta [2] pag. 6), ottenendo che essa consiste soltanto
i termini contenenti u, ta;, (Ue,) ), Uz, 2; @G, i=1,2,...,n) moltiplicati per
portune funzioni dipendenti da & e dai coefficienti di L (omettiamo
ettagli per brevitd). Di qui e dalla (5) si deduce

o' u
Axit Bxste... Oxlm1

n-—1

2z
+. 'ln-—]zl

R

)

(cioé¢ considerando derivate, fino all’ordine k, solo rispetto alle va
bili X1, X2y ee s xn_1). ‘

L [Eugyl=Ewm f4+Efm+ termini contenenti u, U, , (Ue; Yy Ui w;

,i=1,2,..,n).
3. Regolarita della soluzione. o :

Per noti risultati (vedi ad esempio [6]) valgono, per le funzioni g
enti supporto compatto in U, disuguaglianze del tipo

LEMMA 1. Siano a;®, a;®, b, ce C** (2) (i, j=1, 2,...,n), ue WA
tale che Lu=f in 2 con fe Ws* (). Sia E={x€82: x,>0} e x€dE[
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@ o ”LP w =k lee. | L, ) remi di immersione si ottiene facilmente

essendo K, una costante opportuna dipendente da U e dal sup
g (purché h sia abbastanza piccolo). Allora applicando la (3) g
(con k—1 al posto di k) e tenendo conto della (7) si ottiene faci

"2 | iy <Ks Ul e gy + 0l 1 ()

. & una costante dipendente da & e dagli stessi argomenti da cui
de K, e inoltre

K

® 2 M€ nl gy oy <K Ulflly e g + lell 1 (oo se 2(k—1)>n

essendo K; una costante dipendente da £, n, U, & e dai coefficienti
Infine si fa tendere 4 a zero nella (8); allora (vedi ancora [6h
tende a u,, quasi ovunque. Ricordando che £=1 in U’ si ottiene

qﬁ: reale qualunque se 2 (k—1)=n

2n/(n—2k+2) se 2 (k—1)<n.

13

> Huxr

‘:10) si pud riscrivere
hi=1 mimj“W*k-l wn =K [“f”W*k 2 + ”u”]_,z(ﬂ)]. (

n—1 7 3 .
. ) . ; Z 3 Ewe g ) <Ks [[[fll yye @ HuHLz () ]
Poiché x, & un qualunque asse diverso da x,, questa & la tesi. [ r=1 =1

LEMMA 2. Assumiamo le stesse notazioni ed ipotesi del lemma

ia ora ad esempio 2k<n e quindi g=2n/(n—2k), g=2n/(n—2k+2).
cedente. Sia poi k un intero non negativo e

er i noti teoremi di immersione dalla (11) si ottiene

{00 se 2k>n

ngl % H(Eu)xr%” L () SK(! [HfHka) + HuHLZ(_Q) ]
ye=l =1 q

q= reale qualunque se 2k=n

ssendo Ks una costante dipendente dagli stessi e_\rgomentl di Ké: Igz
12) fornisce la tesi per quanto riguarda le derivate seconde di

sclusa (£u4) «, 5, Risulta tuttavia per la (4):

2n/(n—2k) se 2k<n

con feW* (2). Allora esiste un intorno U di x, tale che

©))

n—1 n
z aij (Eu)’cb xj +2 ‘Zl din (fu)xi Zp +
{, f=1 e

Ty J=

el 0y <Ko Tl o+ Nl 1

~1
3) (fu).cnfrn = E;; [§f+

essendo Ks una costante dipendente da k,n, xo, U e dai coefficienti di L

+ termini contenenti u, uy; (i=1,2,...,m]

. La tesi ¢ ovvia per k=0 ([2]); procedendo per induzion:
assumiamola vera per k—1 e dimostriamola per k. Sia & scelta com
nel lemma precedente (ciod £eCy~ (U), §=1 in un intorno U’ di x
e sia X, un asse cartesiano con r<nu Risulta allora (§u)., e Ws* (U
per il lemma precedente e quindi

Dalla (13), tenuto conto della (12), dell’ipo‘te.si in.du‘ttiva e dei icleorelnza;
di immersione, si ottiene facilmente una maggmrazmne analoga an}c ( )
anche per la derivata (§u)s,q, Ci0 prova il Jemma nel caso <I;,
gli altri casi sono analoghi e si possono lasciare al lettore (basta appli-
care diversamente i teoremi di immersione). [

L [€wa, 1=, f+£fe, + termini contenenti u, u,, , Uno; (G, j=1,2, ... 1)

OssERVAZIONE. Dalla dimostrazione dei lemmi pre'cedenti si deduce
che, nelle disuguaglianze (3) e (9), si potrebbero scrivere le norme a

Dalla (9) (scritta con k—1 al posto di k), dal lemma precedente €
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secondo membro sostituendo ad 2 un opportuno intorno U* di
contenente U. [

OSSERVAZIONE. Si vede facilmente che la tesi dei lemmi preceden
non pud essere migliorata nel senso di ottenere la continuita delle d
rivate seconde della soluzione u, anche dando a k valori arbitrari
mente grandi.

Ad esempio sia 22 = R", E = {x€R": x, > 0}, a'¥ = a;® =
(G,i=1,2..,0—=1), g =a® =0 (i=1,2,...,0—1), @
@@ =1, bi=c=0 (i=1,2,...,n), f=1 in 2. La funzione

Lo
u(x)=

xek,

1
736,3, xe\E

soddisfa ’equazione Lu=§f quasi ovunque in {2, ed ha la derivata seco
da rispetto ad x, x. discontinua su dE. [

TroREMA 1. Sia k un intero non negativo ed E un aperto cont
nuto in 2 con la propria chiusura e dotato di frontiera rappresentabi
localmente come grafico di una funzione di classe C***. Supponiam
inoltre che ai®, a;®, b;, ceC** () (,j=1,2,..,n), feWr
ueW? () N Wy (2), Lu=f quasi ovunque in 2. Allora risulta

HuHWZ,q 1)) =K [Hf“ WE (D) + HuHL2 ) 1

ove q & definito, in dipendenza da k, come nel lemma precedente, e K
& una costante dipendente da n, 2, E, k e dai coefficienti di L.

DiM. Sia xedE. Cambiando le variabili in un intorno (apert
U di %o ci si pud ricondurre al caso in cui (JE) N U sia contenuto nell’ipé:
piano {x€R™ x,=0} (per maggiori particolari su questo punto si ve:
ad esempio [3] pag. 244). Si pud quindi applicare il lemma prec
dente ottenendo

(14) <K;

el sy <Ko U1y gy el 1

(si tenga altresi presente la prima osservazione che segue il lemma 2
Siano ora U; (j=1, 2,..., ¥) un numero finito di intorni come U del

Regolarita e principio di massimo per le soluzioni ecc.

14) tali che 9Ec U Uj; siano poi A; (j=1,2,...,8) un numMero finito
j=1

i aperti con frontiera regolare tali che @EYNA;=¢ (j=1,2,.. ,8) €

he nc( Ur UpuU( Lj Ap). La disuguaglianza (14) & ancora valida
j==1 j==1

ostituendo ad U gli aperti QNA; (=1,2,..,8) perché in essi i
oefficienti di L sono regolari: si possono quindi applicare ad esempio
risultati di [1]. Pertanto si puo considerare una partizione dell’unita

n 02 subordinata al ricoprimento ( 'Ut UHyU( L,l‘ Aj); per ciascuno di
J= =

ali aperti costituenti il ricoprimento & verificata una disuguaglianza
ome la (14). Allora procedendo in modo consueto (si veda ad esempio
[11] per una situazione simile) si ha la tesi. [

s

4. 1l principio di massimo.

TeorEMA 2. Signo soddisfatte le ipotesi del teorema precedente,
con k>(n—2)/2. Sia inoltre ¢=0 in 2, =0 in 2, ueW*(2), u<0 su
90, Lu=f in Q. Allora risulta u=<0 in £.

Dim. Si possono applicare, con qualche cautela, i classici risul-
tati di E. Hopf circa il principio di massimo ([71, [8]). Non & restrit-
tivo supporre §2 connesso, perché in caso contrario basta ragionare in
cgni componente connessa di ©. In base al teorema precedente € a ben

noti teoremi di immersione per gli spazi di Sobolev, la soluzione u e le

ue derivate prime sono hoelderiane in £2. Per assurdo sia x un punto
di 2 in cui la funzione u assume il suo massimo assoluto positivo; Xe

& necessariamente interno ad 2 essendo per ipotesi <0 su 0f2. Faremo

edere che u & costante in un intorno di X, € quindi costante in {2, il
he & asurdo.

Se xp & interno ad E o ad .Q\E, esiste un intorno di xo in cui i coeffi-
ienti di L (e quindi ) sono regolari; in tale intorno si pud allora ap-
licare il principio di massimo forte di Hopf ([71), ottenendo che u
costante in un intorno di Xo.

Se xedE questo procedimento non si pud pid seguire, perché non
detto che esistano in xo le derivate seconde di u. Si pud tuttavia adattare
‘altro teorema di Hopf (in [8]): esiste infatti evidentemente una sfera
S contenuta in E e tale che (88)N (QE)={xo}. Poiché in § i coefficienti
di L sono regolari, si pud applicare in S il principio di massimo e quindi
anche il teorema di [8]. Si ottiene cosi che vale la seguente alternativa:
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pmv. Si procede in modo simile a quanto fatto in [4]. Sia Eo
gsieme tale che mis (E\Eo)+ mis (Eod\E)=0, ed esista una succes-

risulta gf:;i (x0)=0, essendo v la direzione della normale a JE
di aperti B (m=1,2,..) colle seguenti proprieta:

~

oppure u & costante in S. Poiché x & punto di massimo assolu
du

v
per quanto gid dimostrato u & costante anche in E. In modo a
si dimostra che u & costante in 2\E: assurdo. [

u ed x ¢ interno ad £2, risulta (%)=0, quindi u & costant 2, En si pud rappresentare localmente come grafico di una
m >

E . ; —
ione di classe C* (m=1,2,...), lim [mis (En\Eo)+ mis (Eo\En)]=0.

o0 poi @D @i, bim, Cm (m=1,2,..) funzioni di classe C~ ({2)

. . . , ~ ~ > esspinfe in 2 (m=1,2,..) ¢
CoroLrLARIO 1. Siano soddisfatte le ipotesi del teorema 1 i che ¢m= €SS0 (

k>(n—2)/2; sia inoltre ¢=0 in 2, {<0 in 2, ue W* (), Lu=} i
Allora risulta

n
n L@ gD — 1=0,
&hm [ .z'x Haijm(l)""aij(l)ﬂ o (ﬁ)+ . EM{ Ha:;m ai; H o3 ({2)]

m 1, j== ’

{

?ﬁﬁl L2 loim—bill £, (g lle=cul L, @ 1=

U< max{0,maxu} in L. ~ 6)
o2 OJ

DiM. Segue banalmente dal teorema precedente. [
si ponga

CoroLLARIO 2. Siano soddisfatte le ipotesi del corollario pre
dente e sia inoltre f€ L.. (2) N W* (£2), c= o in £2 con ¢ costante positi
neW? 2y N Wyl (2). Allora risulta

aiim:aiim(l) XEm +aii’n(2) (1 ——XEIM) (m: 1’ 2’ "')

sendo xz, la funzione caratteristica di E,. Sia inoltre
3 &

(15) S.C'o"1

[ull
w 2 n n
s aza - + Z bim% +Cm (m:—lp 25 '")'
1 OXj i== i
Dmm. (P. L. Lions [9]). Posto w=u Hf”[‘ © risulta —1<Lw S ‘

in2,dacui L(w—1/c)<0in 2, L (—1/co—w)<0 in 2. Dal teore or i risultati di [2] esistono due costanti o e Ko tali che

2 segue quindi —1/<w=<1/c in 2, ciod la tesi. [

]l 2 (o SKo Imut- ol gy (m=1,2.)

5 Teorema di esistenza ed unicita. per ogni ueW?(2)N We (£2); si pud facilmente verificare (t.em?to cont(?
| elle (16)) che le costanti Ao e Ko possono essere scelte mdlper.ldenu
a m. Data f in L.. (2) N W*(2) con k> (n—2)/2, consideriamo 1 pro-

lemi di Dirichlet

Ritorniamo in questo paragrafo al caso generale, in cui E &
sottoinsieme misurabile di £2 e i coefficienti a;V, a4® appartengono

C2 (). Si & gid osservato che il problema (1) ammette una ed una sol
soluzione, qualunque sia la funzione f data in L, (f2), non appena
parametro reale A & abbastanza grande: vedi [2]. Vogliamo ora d
mostrare che tale conclusione & valida purché 1+ essq inf ¢>0.

sLm Un+ A Un=f q.o0 in &,
?um(EVV2 NWt () (m=1,2, )

Tali problemi hanno una ed una sola soluzione u, almeno .qua.ndo
=)o (in forza della (17)). Pertanto per essi vale la teorla' di Riesz-
Fredholm e, qualunque sia 4, l'unicita della soluzione implica la sua

_esistenza. Essendosi supposto

TEOREMA 3. Sia fe L, (2), A+ essqinf ¢>0. Allora il problema (1)
ammette una ed una sola soluzione u. Inolire se {<0 q. 0. in 2 risulta
u=0 q. 0. in L.




Regolarita e principio di massimo per le soluzioni ecc. 451

MAURIZIO CHICCO

essinf cm+ A= essinf c+A=c>0 (m= 1,2, .0,
2 Q
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quindi dalle (17), 19

(20) llmll g2 () =Ko I+ (Ao—24) un1HL2 o =

<K, (mis Q)Uz 1+ l/h)-—/”/Co) HfH L () m=1,2,.

A questo punto si pud ripetere, con poche ovvie varianti, la dimost Ricerche

zione del teorema di [4], cui si rimanda per brevita.

© Lultima affermazione della tesi, cioé che u=0 g. 0. in £, & con
guenza della (20) (che implica la convergenza debole ad u di un’estra
dalla successione {Um tmen) ¢ del fatto che um<0in 2 (m=1,2,..)
f<0q.o0. in2. U

COROLLARIO 3. Siano soddisfatte le ipotesi del teorema precedente
e inoltre ess igf b;> — oo oppure ess sup b;<< -+ oo per almeno un valor
2 2

di i (1<i<n). Allora la tesi del teorema precedente sussiste anche
ess inf c+A=0.
2

Dim: & la stessa di [3], corollario 13. U
OSSERVAZIONE. Si potrebbero ottenere ulteriori proprieta di reg
larita per le soluzioni del problema (1) (ad esempio: disuguaglianza
Harnack, principio di massimo forte, hoelderianita delle soluzion
utilizzando P’approssimazione con le soluzioni um dei problemi (18) ¢
applicando a tali funzioni i risultati di Trudinger [10]. [

Lavoro pervenuto alla Redazione il 12 settembre 1981
ed accettato per la pubblicazione il 14 ottobre 1981,
su parere favorevole di M. G. Garroni Platone e di U. Mosco.




