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Semicontinuith delle sottosoluzioni di equazioni ellittiche
di tipo variazionale.

Mavrizio Cuicco (Genova)(*)

Summary - I prove the (essential) upper semicontinuity of subsolufion of
second order elliptic pavrtial differential equations in divergence form
with discontinuous coefficients.

Notazioni e premesse. — Nel corso del presente lavoro si faran-
no sempre le seguenti ipotesi, senza esplicita menzione. Sia Q un
insieme aperto e limitato di R"; siano a; € L. (), b e L,(),
die L,(Q), ce Ly, (Q), p>n

”
% ayhh=vIM? con v costante positiva;
i,j=1

L4 b
a(u, v) =f % S Oy W Ve, + B (DU v+ d; ww,, ) + cu (| de.
afi,j=1 PN e i !
Siano H'(Q) ed H;(Q) gli spazi oftenuti completando rispettiva-

mente C'(Q) e C)(Q) secondo la norma

Ny = Hlosll e +’.51H%x.-lf L)

Scopo di questo lavoro & studiare la semicontinuith delle soluzioni
we H'(Q) della disequazione

a(u, v) <0 per ogni ve Hy(Q), v= 0.

Nel caso in cui b;=d; =c¢=0, ay=a; (4 j=1, 2, ..., ») il pro-
blema & stato risolto in [1] (pag. 68) attraverso lo studio della
tunzione di Green. Qui si userd invece un procedimento di ap-
prossimazione monotona mediante soluzioni di opportuni problemi
di DIRICHLET.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei gruppi di ricerca mate-
matici del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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TEOREMA 1. ~ «Sic e H*(Q), a(u, v) < 0 per ogni ve hg(Q), v >0;

c— % (d) . =0 nel senso delle distribuzionsi.
=1 v

Allora esiste una funzione w tale che w = u quasi ovunque in Q ed
u & semicontinua superiormente in Q.»

DimosTrRAZIONE. - Dato il carattere locale della tesi & sufficiente
provare il teorema considerando, anzichd laperto O, una sfera S
aperta, contenuta in Q colla sua chiusura e di raggio abbastanza
piccolo in modo che la forma a(u, v) sia coercitiva su Hy(S) (teo-
rema 3.1 di [2]). Per noti teoremi (teorema 5.1 di [2]) la funzione
# risulta (essenzialmente) superiormente limitata in S. Osserviamo
che non & restrittivo supporre che u sia (essenzialmente) limitata
anche inferiormente in S. Infatti per ogni costante positiva k la
funzione u, — max (u, ~k) & sottosoluzione in § (teorema 3.5 di [2])
ed inoltre risulta

#(x) = lim wu,(x) per ogni x di S.
k>4 0o
Pertanto se si prova la semicontinuith superiore delle funzioni
limitate u,, ne segue la semicontinuitad di u.
Supponiamo dunque senz’altro che esista una costante positiva
M tale che

(1) ess sup |u| = M.
8

Riducendo eventualmente il raggio di S, non & restrittive supporre
che sia anche

(2) max* ju| < M.
oS

ove «max*» indica il massimo nel senso di H(Q).
Hssendo per ipotesi a(u, v) << 0 per ogni ve 07 (S), v==0, la
distribuzione

U —e a(t, )

® una misura negativa su § (vedi [3], teorema V pag. 28).
Osserviamo che tale misura & anche regolare in S, nel senso
che per ogni insieme misurabile 4 di S e per ogni e positivo, si
pud trovare un insieme chiuso 4. contenuto im A e tale che la
misara di A — A, sia minore di e, Infatti in [3] le misure di cui
si parla si identificano con gli elementi del duale dello spazio
delle funzioni continue a supporto compatto in S. Ora tali misure
«di Rimsz» sono regolari: si veda ad esempio [4], pag. 126-127,
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Applicando alla misura a{w,.) laadecomposizione di LEBESGUE
(vedi [5] teorema 14 pag. 132) si ottiene

3) au, v) =f foda —I—fvdpt per ogni v € C;° (S)
N E

ove fe I,(8), f<0, <0, ECS, ed E ha misura di LEBESGUE
nulla. Inoltre si vede facilmente che anche la misura 1 & regolare,
come differenza di due misure regolari.

Pertanto, per ogni intero positivo m, esiste un insieme chiuso
E,, tale che

m

@ B,CE, pE—E)<y.
Non & restrittivo supporre che sia anche

) E,.,DE, pet ogni m.
Posto f,, = max (f, ~m) consideriamo I'operatore

T,: H,(S)— R
definito da

(6) , T, = bf fvdoe + E{ﬁ vdp. .

I ovvio che anche T, (.) & una misura (negativa), inoltre &
afu, v) < T, (v)<0 per ogni ve C;°(S), v=>0.
Pertanto segue dal teorema 5.3 di [1] (pag. 60) che T,, & un

elemento del duale di Hj(S); ne segue che esiste ed & unica la

soluzione u,, del problema di DIRICHLET

() a(%,,, v) = T, (v) per ogni ve Hy(S)
(8) U, —~ U€ Hg(s)‘

Sia ve H,(S— E,): evidentemente risulta
it 0) = [ v,
§
e inoltre, per le {6), (7):

9) a(w,, ) < 0 per ogni ve Hy(S), v=>0.

Poichd f,, € L (S), per noti teoremi la funzione wu,, si pud sup-
porrve continua in S— E, (vedi [2], teorema 7.2).
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Come facilmente si verifiga, si ha
a(th,, 4, —,, )< 0 per ogni ve H,(S), v>0

da cui, tenendo presente il principio di massimo (feorema 3.6 di
[2]) segue
Wnp1 < U, quasi ovunque in §,

ed in parficolare essendo #,,, ed u, confinue in S E,
(10) Wy < Wy in S—E.

Similmente si frova:
(11) a{w  w,, v) <0 per ogni ve H,(S), v=0
{12} w<u, quasi ovunque in §
e per le (2), (8), (9%
{13) u,, << M quasi ovunque in S.

Infine dalle (1), (12), (13) si conclude che

(14) ess sup |u,,l<< M.
8

Dalle {3), (4), (6), (7), (8), (14) e per la supposta coercitivith della
forma a(w, v) si ricava:

cost. [jee !\Zj(s) <L (e Uy, U Um) = [(f = fmn) (% — W) Az +
S

r d 1
+j (0 — ) A < 2M§/1f~ fm | dac + %;

E'Em
la quale prova che

(15) Lm {9 — | 2 5 = 0.
=00
Passando eoveutualmente ad una successione estratta la (15)
implica

(16) o = lim %, quasi ovunque in S.

M- 00

Consideriamo ora le funzioni definite nel modo seguente:

— _ {m (@) per xe 8 — Hy
(17 W (%) = max lim wwly) per xe Hy,

Y-

¥ & S—Ewm
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Le funzioni #,, sono evidentemente semicontinue superiormen-
te in S.
Posto

w(x) = inf un, () per ogni x di

facciamo vedere che la funzione % soddisfa alla tesi del teorema.

Intanto & immediato che u sia superiormente semicontinua in S.
Inoltre delle (10), (16), (17) si ha

% =4 quasi ovunque in S —E
ed essendo mis E=0, cid equivale a dire

®=u quasi ovungue in S, ¢. v. d.
n
CoroLLARIO 1. - «Sia we HYQ), ¢ — X (d),, >0 nel senso delle
=1 T

n
X f; Vs, de  per  ogni

1==1

distribuzioni, fie L,(Q), p - n, a(n, v)<< ]

ve HyQ), v <0.
Allora esiste una funzione w semicontinua superiormente in Q
che coincide con w quasi ovungue in Q.»

DimostrAzioNE. — Conte nel teorema precedente non & restrittivo
provare la tesi soltanto per una sfera S contenuta in Q e di raggio
abbastanza piccolo in modo che la forma a(w, v) sia coercitiva su

H3(S). Sia w la soluzione del problema di DIRICLHET

\a(w, V)= § fi v, dx per ogni ve H; (S)

{ K =3

(w—ue Hé(S).

Per il teorema 7.2 di [2] 1a funzione w si pud supporre conti-
nua in 8. D’altra parte risulta

a(u—w, v) <0 per ogni ve H; (S), v>0

e per il teorema precedente esiste una funzione w semicontinua
superiormente in S e tale che

W= % — W quasi ovunque in S.
La funzione w 4 w & semicontinua superiormente in S e si ha

w=w -+ w quasi ovunque in S, c.v.d.
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n
COROLLARIO 2. -~ «Nel corollario precedente I'ipotesi ¢ — X (dy),, >0

i3
=1

nel senso delle distribuzioni si pud sostituire colla sequente:

ess inf 4 > —o0.>»
Q

DIMOSTRAZIONE, - Sia S come nel corollario precedente. Sia w
la soluzione del problema di DIRICHLET

=1 =1 f=1

7 »n 7 »
f% Za;;wmivxi+ Zb;’?%ﬂ}dm:f% — D diuv,, — cuv + X fiv,, } de
i,f=1 i .
s

per ogni ve Hy(S), v > 0;
w— u e Hy(S).

Per le ipotesi fatte e per i teoremi 4.1 e 7.2 di [2] (vedi anche
Partificio a pag. 236-237 di {2]) la funzione w pud essere supposta
continua in S. Si ha inolire

ﬂ'i‘, @if (1~ W) 5, Vg + ﬁb; (u — W) v de <0
£, f=1 1

1==1

per ogni ve H; (S), v= 0. Si pud ora concludere come nel corollario
precedente. c. v. d.
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