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Su una ulteriore classe di equazioni ellittiche

di tipo non variazionale a coefficienti discontinui.

MAvrIZIO CHICCO (*)

Summary. — Let L be o linear second order wniformly elliptic partial dif-
ferential operator in non-divergence form. I prove that the Dirichlet problem
Iu =f ae in Q,ueH Q) N Hy(Q) (with | given in L,(Q)) has one
and only one solution u, provided the main coefficients a;; of L have con’}
tinuous restrictions to the hyperplanes m, = constant, without necessarily
being uniformly continuous in £.

1. — Introduzione.

In un aperto limitato £, contenuto in R” (n>3), si conside-
rano l'operatore uniformemente ellittico

. n 82 (3 a
1) L::—zawm—i—.zbi%‘;—l—G

=1 =1

o il problema di Dirichlet

Ly =
@) { w=Ff q.0.in 2,

we HYQ) N HYQ)

con f data in L,(Q). Come & noto, se i coefficienti ¢,; di L si sup-
pongono soltanto misurabili e limitati in £2, non & detto che il pro-
blema (2) abbia una ed una sola soluzione, neppure facendo op-
portune ipotesi sui coefficienti b,, ¢ di L (vedi ad esempio [14],
pp.__18-19). Occorre pertanto supporre i coefficienti @,; continui
in 2 (Kofelev [13], Chiceo [3]), oppure soddisfacenti ad altre con-
dizioni: vedi ad esempio Cordes [9], Miranda [15], [16], Iftimie [12]
(e Chicco [8]), Franciosi-Fusco [10], Sharovskii [17], Viola [18],
Brézis-Evans [1], Chiecco [4], [7], eccetera.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del C.N.R. (gruppo G.N.A.F.A.) e dei
gruppi di ricerca del M.P.I.
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Scopo di questa nota & brovare che se i coefficienti a; i L
hanno restrizione (uniformemente) continua (quasi) ogni iper-
piano del tipo o, = costante, con modulo di continuity indipen-
dente da ,, allora il problema di Dirichlet (2) ba una ed una sola
soluzione non appena ¢>0y CON ¢, costante positiva. In altre Parole,
benche si richieda la (uniforme) continuitd dei coefficienti a,; sui
singoli iperpiani w, — costante, non & necessaria la continuity di
essi passando da uno all’altro di tali iperpiani,

Per provare tale risultato, si riprende il metodo dimostrativo
di [7], precisando il valore delle costanti in certe maggiorazioni
@ priori,  si conclude poi in analogia con quanto giy fatto in [4]
Per il caso dei coefficienti ay; continui in Q.

Si pud infine osservare che la suddetta ipotesi sui coeffcienti Gy
non 8i pud attenuare nel senso di supporre solo che la restrizione
di essi a (quasi) ogni iperpiano z, = costante sia continua, senza
supporre che il modulo di continuitd sig indipendente da x,. Basta
infatti considerare il gia citato controesempio riportato da Lady-
zhenskaya-Ural’tseva (1141, pp. 18-19).

2.”- Notazioni ed ipotesi.

Sia £2 un sottoinsieme aperto di R* (n>2) con frontiera 90
rappresentabile localmente come grafico di una funzione di clagsse ¢,
Siano a; € L,(2), a,; — % (4,]=1,2,..,n) ed esistano due co-
stanti positive u, » tali che

n
(3) laul<p qo.in Q, > ;b8 >v[E2 q.0. in Q
1

Tyd=

per ogni ¢e R» Siano poi bie L,(2) con p>2 se n — 2, p=mn
86 #>3; ce L,(2) con ¢ =2 se n=3, ¢>2 s6 n =4, q=n/2
86 n>D.

Siano Hbr(Q), Hy () gli spazi di Banach sui reali ottenuti
completando rispettivamente 0°(2), 0>(Q) secondo la norma

=
(2)

sia H* (£2) lo spazio ottenuto completando 02(Q) secondo la norma

u

l#)auoy = [u]z.0 +i§1 o,

0%

lelarne) = oo+ i ow, 0w,

2,i=1

(@)
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Indicheremo per brevitd H»2(Q2), H-*(Q), H?2(Q) rispettivamente

con HY(Q), Hy(8Q), H*L) (questi sono spazi di Hilbert). Per ulte-

riori proprieta di tali spazi, si rimanda ad esempio a [11].
Indichiamo con I l’operatore (1), mentre sia

@ - _z,azl 1 5, o, Bmz ow;

Poniamo poi

7 ou \%|F n 82,”/ 213
= Lzl (5977:)] o M= [i,a};l(ami 399f) ] '

Infine indicheremo nel seguito sistematicamente con |-| la norma
in L,(£2), quando cid non crea confusione.

3. — Lemmi preliminari.

11 risultato seguente & una leggera estensione di quanto pro-
vato in [7], p. 482. Si riporta la dimostrazione per completezza.

LevMA 1. ~ Olire alle ipotesi indicate in precedenza, supponiamo
che y<1<p, ay =1 q.0. in Q, 0a,/om, € L,(2) (nel senso delle di-
stribuzioni) per ogni 4, §, k con l<i<j<n—1, 2<j<k<n. Sia
a€ 07(Q2); allora esiste una costante K, dipendente solo da p, v, n
tale che '

6) At )] <K {uawm + dau]t

¥=3 i1 4 awk 0w, 0w; 0w, 0w, 0w,

dw}

DimMOSTRAZIONE. — Cominciamo a provare la tesi per » = 2.

Risulta:
2=__f82(oc2u)[ 9% (ot )—I—Z]d:oz

o

per ogni A>0 e per ogni u e H* Q).

0o

(6) A )

8001

- 82 [ (oom) - Aow - 247 ~—— P 0 ¥r “) —+ gy 2(om)] de<
2

ows

2

82(ocu) 2
ot

02(octs)
0, 0,

02(ocu)
owa

<l
=2

+ 2| Lo(ow) 4 Au)? + 6u?

+2‘uzl

5
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o @ eiEE]
S [ e o= e o
2 2
:—f[Lo(om) =+ ﬂau]%gi)dx<—2_l;} flLo(“u)+i§cu{|2+g @%(i%) 2
&
Intanto dalla (7) si deduce
® (@A) %‘0_“_’ 2 %% 2 Qa(%@ B

<A /v%)|| Lo(oem) + Aocu||?
e quindi, usando anche la (6):

2

(o) °

ox,

2

02(os) <6(L -+ p2fr®) | Lo(aw) + a2 .

2
o3

9) 22

Infine dalle (8), (9) si conclude, come si voleva:

2 2

+ 2

$d=1

O (o)

o0x;

02 (ocut)

awi awj

2
(10) Aigl

<K Do) + Ao

per ogni ue H%Q), ae 02(2), i> 0, e K, & una costante dipen-
dente solo da u, ».

La tesi (5) testé provata per n — 2 si dimostra poi per indu-
zione su n esattamente come in [7]. Basta solo osservare che si
pud continuare a supporre 4>0, e che si pud aggiungere al primo
membro della (8) di [7] il termine Al o(aw)/0m, 2. O

COROLLARIO. ~ Siano soddisfatte le stesse ipotesi del lemma pre-
cedente, salvo il fatto che ora oc Or(R") (anziché ae C2(RQ)) e
w € H¥Q) N Hy(Q). Allora per ogni &> 0 esiste una costante K,
(dipendente da ¢ ¢ dalla frontiera di L) tale che, se il supporto di o
ha diametro abbastanza piccolo, risulta

(A1) Aem)a]® + (o) ]2 < K { | Liooa) + Ao |2 +-

om, |Ow,, Ow,0m;  Ou, 0n; 0%,

O(ocu) [Emij 0%au)  day; 82(zxu)]

% k—1k—1
-+ Lgs I'ZI .'igi (2 B 5”32f dw} +

+ el (t)as |+ K a2 .
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per ogni A>0, ue HY(Q)NHyRQ), ¢ K, & la stessa costante del
lemma precedente (¢ quindi dipende solo da u, v).

DIMOSTRAZIONE. — Basta considerare il caso in cui il supporto
di « abbia intersezione non vuota con 9£2. In questo caso si pud
procedere come in [18] per ricondursi al easo di frontiera piana
(e parallela ad un piano coordinato), in modo da eliminare gli inte-
grali del tipo

(12) o(ouw) [azm) 02(octt)

Sl Ery Loty el ’] do .

(ove N = (Ny, Ny, ..., N,) & il versore alla normale esterna a 00).
In [18] si & provato che, fissato ¢ > 0, se il supporto di « ha dia-
metro abbastanza piccolo (dipendente da ¢ e dalla frontiera di £),
Perrore commesso cambiando le variabili (per eliminare gli integrali
come (12)) non supera

el (oat)as ]| + K, || (20| * -

Di qui si deduce facilmente la tesi. O

TEOREMA 1. — Supponiamo wverificate le ipotesi del lemma 1.
Allora esistono due costanti: K,, dipendente solo da n, u, v ¢ K,
dipendente anche dai coefficienti di L e da £2, tali che

(13) Ao 2 4 ot * < B e 4 As]* - K fjus]*

per ogni A>0 ¢ per ogni u € HA(Q) N H(Q).

DIMOSTRAZIONE. — Per provare questo risultato occorre ricor-
dare anche la disuguaglianza (vedi ad esempio [18]):

(14) f
@

valida per ogni 5> 0, € H2(Q) N Hy(2), 1<i<j<n—1, 2<j<
<k<n; 1,8, 1t=1,2,..,n, ove K, dipende da 7, 2 e dai coeffi-
cienti di L.

Dalla (14), dal lemma 1 e dal corollario si ha intanto facilmente

O0%;; Ou 0%

5. o Jo_am, | Ao <nlvaal® 4 Ky lul?

(15) A (o) [2 -+ (010) 0|2 < Ky | Lows) + Aocta||® + Ky fJocue | ®
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con A>0, ue H2Q)N HY(Y), xe O (R) avente supporto conte-
. nuto in £ oppure diametro del supporto abbastanza piccolo, K, co-
stante dipendente solo da =, u, v, K, costante dipendente anche
da 2 e dai coefficienti di L.

Siano oy, o, ..., o funzioni del tipo che si possano inserire al
posto di o nella (15) (quindi di classe O (2) oppure O7 (R*), ma
tali che il loro supporto abbia diametro abbastanza piccolo). Sup-
poniamo inoltre che:

a) 0<o,<1 (r=1,2, ..., k);
b) posto A, = {weRr: o (») =1}, sia Qc | 4,;
Pl

¢) esista una costante K(n), dipendente solo da n, tale che
per ogni « € R* il numero delle funzioni «, tali che o, (x) % 0
non superi K(n).

B facile verificare (per la compattezza di Q) che tali funzioni o,
(r=1,2, .., k) esistono. D’altronde vale la disuguaglianza (come
subito si verifica)

16) [ u) + dul <3l (Lo 4 M)+ Eo(Jual* -+ Jul?)

per ogni ue H2(Q) ) H(2), ove K, & una costante dipendente
da e,, », u, b;. Dalle (14), (15), (16) si deduce allora facilmente

B
Alwe]® -+ Hum”K'z [Al(ot, o] a4 (0t W)aa | Ehan] <
ke
<K, Z [“I‘(“r'“) + Ao w? -+ Kyl u?] <

k
<3K Zl llot, (L + Za) || + E(n)(Ey + K (] + Jua]?) <
<3K,K(n)| Lu + Au|® + En)(E; + K,) (e ]2+ []?)
valida per ogni >0 e ogni u € H2(Q) N Hi(2). Poichs le costanti
K, e K(n) dipendono solo da =, u, v, mentre K; e K, dipendono

anche dai coefficienti di L e da £, il Teorema 1 & cosi dimo-
strato. [

TEOREMA 2. — Sia w: R, — R, una funzione crescente ed infi-
nitesima per t — 0% tale che, posto

@' = (Gyy Tyy euey Ty) ER™Y, = (2,2')ER",
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risults

(17) |@ss(@y, @) — @is(wy, 2") | < (2’ — ")

per ogni (X, '), (r, ") EL ¢ ognt 4, § con 1<i<n—1, I<j<n—1.,
Sia inoltre v<1 <y, ay = 1 q.0. in 8, ¢ valgano le altre ipotesi elen-
cate nel paragrafo 2.

Allora esistono due costanti Ky ¢ A, di cwi la prima dipende solo
da n, p, v € la seconda anche dai coefficienti di L e da 82, tali che
risults

(18) [2400 ]| < K| L + Au|

per ogni we HN Q)N H Q) ¢ ogni A> 1.

DIMOSTRAZIONE. — Fissato #, = a4 € R tale che esistano dei punti
(@, ') € 2, prolunghiamo la definizione dei coefficienti a;; (4, § =
=1, 2,..,n— 1) a tutto l'iperpiano @, = a in modo tale che gli
ay(a, <) siano continui in R~ (soddisfacendo le (17) per ogni
@', 2" € R~1) e che valga la condizione di uniforme ellitticitd (3)
per ogni te R* e ogni &' € R*1. Sia poi § una funzione di classe
0% (R»1) tale che

0@) =0 per o'|>1, [6@)dw'=1, 0<0@)<1 in R,
Rn-1

6 per ogni m € N poniamo 0,(z') = m»0(ma’). Posto ancora

aip(a, ) = [0u(y")asa, o'— y') dy’
Rn-1
m=1,2,...5 4,1=1,2, ..., — 1)

¢ noto che tali funzioni a{"(a, -) sono di classe C*(R»-1), mentre
si verifica subito che

(19) |@is(a, @) — aif (@, @')| <w(l/m)

m=12,..;47i=12,..,n—1; o’e Rv1).

Potendosi ripetere tutto per ogni #,€ R per cui esiste qualche
punto (w;, #') € 2, restano cosi definite le funzioni {™(x,, ') per
ogni (z, 2') € 2. Per esse vale la (17); inoltre si pud facilmente
verificare che, fissato m, sono limitate le derivate da{/ow;, per

ogni ¢, j, k tali che 1<i<n—1, 1<j<n—1, 2<k<n. Pertanto,

11
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posto, per ogni m naturale,

(20) L"”’*—i a;(m’—Qi—* ib—a——f—c
N i,i=1 “ 0x; 0; +i=1 iawi

tali operatori soddisfano alle ipotesi del Teorema 1. Risulta per-
tanto '

(21) At + Jthoo | <Ko | L + Au]* + K3 |0
per ogni A>0 e ogni e H*Q)N Hy(2), ove la costante K, di-
pende solo da m, u, v mentre K{” dipende anche da m (essendo
funzione dei coefficienti di L'™).

Per la (19) & possibile fissare m in modo che
©22)  |Lu— I™u < (4K [tel®  VueHXQ) N Hy(Q) ;
allora dalle (21), (22) si deduce

(23) Ata]2 4 Ntk * < 4B | L - Aue]® + 257 ]

valida ancora per ogni >0 e ogni # come in precedenza. Ricor- .

dando poi la nota disugunaglianza

18] Zanjeo-ni < S 222

ove u € HYQ) e 8 & una costante dipendente solo da n, si ottiene,
tenendo anche presente la disuguaglianza di Holder:

(24) | 2K < A]w.]?

non appena A>J1= 2K 8*mis 2)¥». Scelto 1 in questo modo,
dalle (23), (24) segue la tesi (18) con K, = 4K,, essendo K, la co-
stante del Teorema 1. [1

TEOREMA 3. — Siano soddisfatie lo ipotesi del Teoremae 2 tramne
ay =1 g.o. in Q. Bia 60, q.0. in 9, con ¢, costante positiva. Allora
41 problema di Dirichlet

{Luzf g.0. in Q,

(25) we Hx Q) N HYQ)

he una ed una sola soluzione, qualunque sio | data in Ly(£2).




SU UNA ULTERIORE CLASSE DI EQUAZIONI ELLITTICHE ECC. 163

DIMOSTRAZIONE. — Posto

fl=fla , a’;j = @yl , by= bilayy, 6= ¢lay,

n

(26) L=~ % uawzaw + E bi

1,9=1

si verifica facilmente che anche i coefficienti a;, di L' sono unifor-
memente continui su (quasi) ogni iperpiano del tipo @, == costanie,
cioé esiste una funzione f — w,(f), crescente ed infinitesima per
t — 0%, tale che

[t3y(1y @) — @iy, 2")| <oy (l0'~ 271)

per ogni (#, #'), (#;,2")e2 e ogni 4, j con l<i<n—1,1<i<
<n—1. Poich® risulta ovviamente a;;, = 1 in , vale la tesi del
Teorema 2 per Poperatore IL'. Allora dalla (18) (con L’ al posto
di L) e dal metodo di prolungamento dei parametri si ha che il
problema di Dirichlet

L'u+ dw=§f qo.in Q,
we H¥ Q) N HY(Q)

ha una-ed una sola soluzione, qualunque sia f’ data in L,(Q), non
appena sia 1> 1 (dato dal Teorema 2). Si possono allora applicare
i risultati della nota [6], essendo ¢ >¢,/u > 0 q.0. in 2, ottenendo
cosi che anche il problema di Dirichlet

o7 L'w=f q.o.in Q,
@7 we H2 ()N Hy(82)

ha una ed una sola soluzione. Ma il problema (27) & palesemente
equivalente, per le definizioni poste, al problema (25): la tesi &
pertanto provata. O

BIBLIOGRAFIA

(1] H. Brszis - L. C. Evans, 4 variational inequality approach to the
Bellman-Dirichlet equation for two elhptw operalors, Arch. Rational
Mech. Anal., 71 (1979), 1-13.




164

(2]

MAURIZIO CHICCO

M. Cuicco, Equaziont ellittiche del secondo ordine di tipo Cordes con
termind di ordine inferiore, Ann. Mat. Pura Appl., (4) 85 (1970), 347-356.

[8] M. Cuicco, Solvability of the Dirichlet problem in H27((Q) for a class

[4]

[5]

[6]

[7]
[8]
[9]
[10]
[11]

f12]

[13]

[14]
[15]

[16]

[17]

(18]

of linear second order elliptic partial differential equations, Boll. Un.

Mat. Ital., (4) 4 (1971), 374-387.

M. Cuicco, Dirichlet problem for a class of linear second order elliptic

partial differential equations with discontinuous coefficients, Ann. Mat.

Pura Appl., (4) 92 (1972), 13-23.

M. Curcco, Regolarits e principio di massimo per le soluzioni di ung
classe di equazioni elliltiche a coefficienti discontinui, Rend. Mat., (3) 2

(1982), 441-451,

M. Cuicco, Osservasione sulle risolubilitt del problema di Dirichlet per

une classe di equazions ellittiche o coefficienti discontinui, Rend. Sem.

Mat. Univ. Padova, 66 (1982), 137.141.

M. Curcco, Su una classe di equazions ellittiche del secondo ordine im

forma non variazionale, Boll. Un. Mat. Ttal., (6) 4-A (1985), 479-486.

M. Crzcco, Sull’ equazione ellittica di V. Iftimie, Ricerche Mat., 36 suppl.

(1987), 1-9.

H. O. CorpEs, Zero order a priori estimates for solutions of elliptic

differential equations, Proc. Symp. Pure Math., 4 (1961), 157-166.

M. Francrost - N. Fusco, A W22 bound for a class of elliptic eque-

tions with discontinuous coefficients, Ricerche Mat., 31 (1982), 207-218.

E. Gacriarpo, Propriets di aleune classi di funeions in pity variabili,

Ricerche Mat., 7 (1958), 102-137.

V. Irrivie, Sur le probléme de Divichlet pour les équations aus coef-

ficients measurables, Rev. Roumaine Math. Pures Appl., 13 (1968),

1353-1360.

A. 1. KoSrLEY, A priori estimates in L2 and generalized solutions of

elliptic equations and systems, Amer. Math. Soc. Transl., (2) 20 (1962),

199-325.

O. A. LaDYZHENSKAYA - N.N. Urar’tseva, Linear and quasilinear

elliptic equations, Academic Press, New York, 1968.

C. MiraNDA, Sulle equazioni ellittiche di tipo non variazionale o coef-

ficienti discontinui, Ann. Mat. Pura Appl., (4) 63 (1963), 353-386.

C. MirANDA, Su una pariicolare equazioni ellittica del secondo ordine

a cocffieneti discontinui, A. Stiint. Univ. « Al. I. Cusa» Jasi, Sect. I

Mat. (N.S.), 11 B (1965), 209-215.

A. A. SaAROVSEIL, On o second order elliptic equation with discontinuous

coefficients, Moscow Univ. Math. Bull.,, 24 (1969), 47-50.

G. Viora, Sulle equazioni ellittiche del secondo ordine a coefficients

non regolari, Rend. Mat., (7) 4 (1984), 617-632.

Istituto Matematico di Ingegneria, Universitd di Genova

Pervenuta in Redazione
il 14 aprile 1989




