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Sonodati i sistemilineari BDCFE seguentinelleincogniteG@HJIKH8LMHJN , dipendentidal parametroOQP�R S .T G UVO+I UWNYX Z
O�G U>[\O+I U^]_[ T Oa`�L X O

]_B\O�b�UcB\Oa`�L Ud]fe T O�b1`.NYX T B
1. Perogni OQP�R S scriverela matricecompletaassociataal sistemae unamatriceridottaequivalentea quella

associataal sistema.
2. Dire perogni OQP�R S seil sistemahasoluzioniequante.
3. Nei casi OWX T [\H�Z determinaretuttele soluzioni(secenesono).
4. Dire perquali OQP�R S la quaterna]fe!H�Z\H�Z\H.e�` è soluzionedel sistema.g ��"8���("8 �,�4��;"��5'(' ,���,�&�� "�,��� ������5�3���(?h,�i8���;"����5�����3,�4��(��/

La matricecompletadel sistemaè:

T e O Z e Z
O [�O [ T O Z O
Z Z B\O�b�UcB\O e T O�b T B

È chiaro che, se OkjXlZ , allora la

matricenonè ridotta, mentre, sostituendoOFXmZ , si vedesubitocheper OWXmZ è ridotta.

Eseguiamol’algoritmo di Gauss: mediantel’operazione n bpo n b UqO�n^r (eseguibile, ma non significativa se

OFXmZ ), la matricediventa:

T e O Z e Z
Zs[\OQUmO�b [ T O O O
Z Z B�O�b�UtB\O e T O�b T B

Ora la matriceè ridotta con pivot T eDH^[\O
UqO b HdB\O b UuB\O , a patto che i tre pivot non sianonulli, cioè che
OvjXwZ\H T [\H T e . In questiinfiniti casi il sistemalineare ha 4 incognite, tre pivot nella matricedei coefficienti e
quindiha x r soluzionichedipendonodall’incognitanonpivotaleN .
Esaminiamoi trecasirimanenti:

OFXmZ
T eyZsZ e Z
Z Zs[zZ Z
Z ZsZ e T B

La matriceè ridotta contrepivote il sistemaha x r soluzionichedipendonodall’incognitanonpivotaleI :T G{U|NYX Z
[\L X Z
N X T B

percui le soluzionisono ] T B
H�I}H;ZWH T B~` al variaredi IWP�R S

OFX T [
T e T [sZ e Z
Z ZsE T [ T [
Z Zs� T B T B

Sesi esegue n>� o n>� T B��8[\n b la terzariga proporzionalealla secondadiventanulla, la matriceè ridotta con
duepivotequindi il sistemalineareha xtb soluzionidipendentidalle incognitenonpivotali I�H5N .T G T [!IWU|NYX Z
E�L T [!N X T [ percui le soluzionisono ] T [!IWU|N;H�I}H�]�N T e�`5�8[
H�N.` al variaredi IKHJN�P�R S .

OFX T e
T e T e�Z e Z
Z T BsB T e e
Z ZsZ Z T B

La matriceè ridotta contrepivot,maunpivot è nellaquintacolonna,percui il, sistemanonhasoluzioni.

In conclusione:
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Per vederese ]fe!H�Z\H�Z\H.e�` è soluzione, bastasostituire la quaternanel sistema:T e$U�esX Z
O X O

]fe T O�b1`�X T B
Quindi la quaternasodisfasempre le primedueequazioni,mentre soddisfala terzasolose e T O�b
X T B , cioè se
O�b�X�E , ovvero se OWXv��[ .
Pertantosoloin questiduecasiil sistemaha la soluzione]fe!H�Z\H�Z\H�e�` .
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Direperch́elamatrice

e�Z
ZsZ ècombinazionelinearedellematrici

e�[
e�Z

T eyB
Z e

ZzZ
ey[

e�Z
e�Z

in unsolomodoedeterminaretalecombinazionelineare.

Poniamo � e�[
e�Z Um� T eyB

Z e U�� ZsZ
e�[ U�� e�Z

e�Z X e�Z
ZsZ

cioè
� T ��U��Y[\�dUcB\�
�dU���U�� ��Uc[\� X e�Z

ZsZ

dacui

� T ��U�� X e
[\�dUcB\��X Z
�VU���U�� X Z
��Ut[\��X Z

sistemalineare EDCFE in ��H8��H8��H8� associatoalla matrice

e T e�Z e e
[ BsZzZ Z
e Z eze Z
Z e�[zZ Z

L’algoritmo gaussianoinizia con
n b�o n b T [\n^rn>B o n>� T n^r

e T eyZ e e
Z �zZ T [ T [
Z eze Z T e
Z ey[ Z Z

.

Può convenireeseguire
n b�� n>�

e T eyZ e e
Z eze Z T e
Z �zZ T [ T [
Z ey[ Z Z

epoi
n�� o n>� T �\n bn�� o n�� T n b

e T e Z e e
Z e e Z T e
Z Z T � T [ B
Z Z e Z e

Infinecon
n>� � n��

n>� o n���Ut�\n�� si ottienela matriceridotta

e T eyZ e e
Z eze Z T e
Z Z e Z e
Z ZzZ T [ �

Quindi c’è unasoluzionechesi ricava immediatamente:]_B�H T [�H�e$H T E~` . La combinazionelineare richiestaè
perciò:

B\� ey[
eyZ T [ T eyB

Z e U ZsZ
e�[ T E e�Z

e�Z X eyZ
ZzZ


