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� � � 15 " Sia # $ % & ' ( ) % & * l’applicazionelinearedefinita come:

# + , - . - / - 0 1 2 + , 3 4 . 3 / - 4 , 3 4 . 3 0 - , ( 4 . ( 5 / 3 4 0 1
1. Determinareunabaseper 6 7 8 + # 1
2. Determinareunabaseper % 9 + # 1
3. Determinare,seesiste,unvettore: ; < = + > - ? - ? - > 1 - + ? - ? - > - ( > 1 @ taleche # + : 1 2 + ? - > - 4 1 .

1. Dato che 6 7 8 + # 1 2 = : ; % & ' $ # + : 1 2 ? @ , allora i vettori : del nucleosi trovanorisolvendoil sistema
lineare # + , - . - / - 0 1 2 ? nelleincognite , - . - / - 0 cioè:

, 3 4 . 3 / 2 ?
4 , 3 4 . 3 0 2 ?

, ( 4 . ( 5 / 3 4 0 2 ?
sistemaomogeneo
associatoalla matrice

> 4 > ?
4 4 ? >
> ( 4 ( 5 4

Eseguiamo
A B ) A B ( 4 A C
A

* ) A
* ( A C :

> 4 > ?
? ( 4 ( 4 >
? ( D ( D 4

Eliminandol’ultima riga, la matriceè ridotta e ha caratteristica 4 , quindi il sistemaha E
B

soluzioniche

sono: + / ( 0 - ( / 3 >
4 0 - / - 0 1 e chesi possonoscrivere come: / + > - ( > - > - ? 1 3 0 + ( > - >

4 - ? - > 1 . Quindi i

duevettori + > - ( > - > - ? 1 - + ( > - >
4 - ? - > 1 generano 6 7 8 + # 1 . I duevettori sonononproporzionaliequindisono

linearmenteindipendenti.Pertantocostituisconounabaseper 6 7 8 + # 1
2. Si ha F G 9 + % 9 + # 1 1 2 F G 9 + % & ' 1 ( F G 9 + 6 7 8 + # 1 1 2 D ( 4 2 4 . Quindi duevettori lineramenteindipendenti

di % 9 + # 1 necostituirannosenz’altro unabase.
Calcoliamo # + > - ? - ? - ? 1 2 + > - 4 - > 1 # + ? - > - ? - ? 1 2 + 4 - 4 - ( 4 1 . Qunidi i duevettori + > - 4 - > 1 - + 4 - 4 - ( 4 1
appartengonoall’immagine. Essendodue vettori di % 9 + # 1 non proporzionali sonoanche linearmente
indipendenti,quindi costituisconounabaseper % 9 + # 1 .

3. I vettori di < = + > - ? - ? - > 1 - + ? - ? - > - ( > 1 @ sonotutti i vettori del tipoH + > - ? - ? - > 1 3 I + ? - ? - > - ( > 1 2 + H - ? - I - H ( I 1 . Calcoliamonela loro immagine:
# + H - ? - I - H ( I 1 2 + H 3 4 J ? 3 I - 4 H 3 4 J ? 3 + H ( I 1 - H ( 4 J ? ( 5 I 3 4 + H ( I 1 1 2 + H 3 I - 5 H ( I - 5 H ( K I 1 .
Si richiedeche + H 3 I - 5 H ( I - 5 H ( K I 1 2 + ? - > - 4 1 il cheportaa sistemalineare 5 L 4 nelleincognite H - I :

H 3 I 2 ?
5 H ( I 2 >
5 H ( K I 2 4

sistemaassociato
alla matrice

> > ?
5 ( > >
5 ( K 4

A B ) A B ( 5 A C
A

* ) A
* ( 5 A C

> > ?
? ( D >
? ( M 4

.

Il sistemahaquindiun’unicasoluzionecheè H 2 > N D - I 2 ( > N D .

Quindi il vettorecercatoè + H - ? - I - H ( I 1 2 >
D - ? - ( >

D - >
4 .
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� � � 15 P Nell’ % & -spaziovettorialeQ * , nelqualeognivettoreèindicatomediantelesuecoordinaterisettoaunabaseortonormale
sonoassegnati i duevettori R: 2 + > - > - ? 1 e RS 2 + ? - ( > - 4 1 .

1. DeterminareunabaseortonormaleP per T 2 < = R: - RS @ .

2. In T , determinarele coordinatedi R: e RS rispettoallabaseP .

3. Completarei duevettori di P abaseortonormaleP C
per Q * .

1. Cerchiamoinnanzituttounabaseortogonale: comeprimo vettore possiamoscegliere R: . Il secondovettore
sarà unvettoredel tipo H R: 3 I RS 2 H + > - > - ? 1 3 I + ? - ( > - 4 1 2 + H - H ( I - 4 I 1 ortogonalea R: , cioè taleche

+ H - H ( I - 4 I 1 J + > - > - ? 1 2 ? H J > 3 + H ( I 1 J > 3 4 I J ? 2 ? 4 H ( I 2 ?
Per esempioper H 2 > e I 2 4 otteniamoil vettore + > - ( > - D 1 .
Unabaseortogonaleper T è quindi + > - > - ? 1 - + > - ( > - D 1 .

Unabaseortonormaleè P $ >U 4 + > - > - ? 1 - >U > M + > - ( > - D 1
2. Occorreesprimere R: e RS comecombinazionelinearedei vettori di P :

SihaevidentementeR: 2 U 4 >U 4 + > - > - ? 1 3 ? >U > M + > - ( > - D 1 , quindilecoordinatedi R: sono

U 4
?

Per quantoriguarda RS , scriviamo + ? - ( > - 4 1 2 H >U 4 + > - > - ? 1 3 I >U > M + > - ( > - D 1 il che porta al

sistemalineare 5 L 4 nelleincognite H - I :

+ > N U 4 1 H 3 + > N U > M 1 I 2 ?
+ > N U 4 1 H ( + > N U > M 1 I 2 ( >

? J H 3 + D N U > M 1 I 2 4
Sapendoche il sistemaha una soluzione(le coordinaterispettoa una basesonouniche), si ricava subito
dall’ultima equazioneI 2 U > M N 4 e quindi dalla prima H 2 ( U 4 N 4 , quindi le coordinate di RS sono

( U 4 N 4U > M N 4
3. Occorrecercareun terzovettoredi Q * ortogonalea entrambi. Siaesso+ , - . - / 1 . Si ha:

+ , - . - / 1 J + > - > - ? 1 2 ?
+ , - . - / 1 J + ? - ( > - 4 1 2 ?

, 3 . 2 ?
( . 3 4 / 2 ?

Le soluzionisono + ( 4 / - 4 / - / 1 . Per esempioscegliamo + ( 4 - 4 - > 1 . Per averlodi modulo > lo si normalizza,
quindi la baseP C

è

P C $ >U 4 + > - > - ? 1 - >U > M + > - ( > - D 1 - >
5 + ( 4 - 4 - > 1


