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Compito di Geometria - Ingegneria Gestionale - 26 novembre 2001

Testo composto di un foglio (due pagine). Rispondere alle seguenti domande su questo foglio usando
gli appositi spazi e giustificando brevemente ma esaurientemente tutte le risposte.

nti 15 Siaf : R* — IR? 'applicazionelinearedéfinita come:
fleyy,z,t)=(x+2y+2,2e+2y+t, z— 2y — 32+ 2t)
1. Determinarainabaseperker( f)
2. DeterminaraunabaseperIm (f)
3. Determinareseesisteunvettorev € L{(1,0,0,1), (0,0,1,—1)} taleche f(v) = (0,1, 2).

1. Dato cheker(f) = {veR* : f(v) = 0}, allora i vettori v del nucleosi trovanorisolvendoil sistema
lineare f(z,y, z,t) = 0 nelleincognitez, y, z, t cioe:

TF2y+ 2 sistemaomaeneo L 2 L0
2r+2y+i - associat(nl(lgl matice { 2 2 01
r—2y—3z+2t = 0 1 -2 -3 2
1 2 1 0
Esguiamo ﬁf : ﬁf - %Rl : 0 -2 -2 1
3 301 0 -4 —4 2

Eliminandol'ultima riga, la matrice & ridotta e ha caratteristica2, quindiil sistemaha co? soluzioniche
1 . . 1 S
sono: (z —t, —z + 5t , z, t) echesi possoncscrivele come: z(1, —1,1,0) + ¢(—1, 5,0, 1). Quindii

. 1 . . . -
duevettori(1,—-1,1,0), (-1, 5,0, 1) geneanoker(f). | duevettorisonononproporzionalie quindi sono
linearmentendipendenti.Pertantocostituisconanabaseper ker( f)

2. Sihadim(Im (f)) = dim(IR*) — dim(ker(f)) = 4 — 2 = 2. Quindi duevettori lineramentendipendenti
di Im ( f) necostituimnnosenz’alto unabase
Calcoliamof(1,0,0,0) = (1,2,1) £(0,1,0,0) = (2,2, —2). Qunidii duevettori (1,2,1), (2,2,—2)
appartengonaallimmagine Essendadue vettori di Im (f) non proporzionali sonoande linearmente
indipendentiquindi costituisconaunabaseper Im ( f).

3. I vettoridi L{(1,0,0,1),(0,0,1,—1)} sonotutti i vettorideltipo
a(1,0,0,1) +(0,0,1,—1) = (a,0,b,a — b). Calcoliamonda loro immagine:
f(a,0,b,a—b) = (a+2-04+b,2a+2-0+(a—b),a—2-0—3b+2(a—b)) = (a+b, 3a—b, 3a—5b).
Sirichiedeche(a +b, 3a — b, 3a —5b) = (0, 1, 2) il cheportaa sistemdineare 3 x 2 nelleincognitea, b:

a+b = 0 oemassociato [ . 1|9 Ry — Ry — 3Ry 1170
da—b = alla matrice 3 1)1 R; — R3; — 3R 0 —411
3a—5b = 2 3 —5]2 3 3 '\o -8|2

Il sistemehaquindiun’unicasoluzionecheéa =1/4, b= —1/4.

Lo L 1 1 1
Quindiil vettoe cercatoé (a,0,b,a — b) = (Z , 0, — 1 5)-



@

nti 15 @ Nell' IR-spaziovettorialels, nelqualeognivettoreeindicatomediantde suecoordinataisettoaunabaseortonormale
sonoass@natii duevettoriv = (1,1,0) ew = (0, —1, 2).
1. Determinareunabaseortonormale3 perW = L{v, w}.
2. In W, determinaréde coordinatedi ¥ e « rispettoalla baseB.
3. Completare duevettoridi B abaseortonormale3; perVs.

1. Cerchiamoinnanzituttounabaseortogonale: comeprimo vettoe possiamascayliere . 1l secondovettole
sara unvettore deltipo av + b/ = a(1, 1,0) + b(0, —1,2) = (a,a — b, 2b) ortogonalea v, cioé tale che
(a,a—1b,2b)-(1,1,0) =0 a-14+(a—>b)-14+2b-0=0 2a—b=0
Per esempigera = 1 eb = 2 otteniamal vettoe (1, —1,4).

Unabaseortogonaleper W e quindi(1,1,0), (1,—1,4).

1 1
Unabaseortonormalee B: — (1,1,0) , — (1,—1,4
b0 g ot
2. Occorte esprimee ¥ e comecombinaziondineare deivettoridi B:
. . 1 1 . . . V2
Sihaevidentement& = /2 (— 1,1,0 >+0 (— 1,-1,4 ) umd|Iecoord|natedlﬁsono< )
75 (11,0 +0( = (1.-1.9) ).q g
1 1
Per quantoriguarda , scriviamo(0,—-1,2) = a | — (1,1,0 +b(— 1,—1,4) il che porta al
quantorig 0.-12) = a5 000)) +(J (1-1.9)) i chep

sistemdineare 3 x 2 nelleincognitea, b:

(1/v2)a +(1/V18)b = 0
(1/V2)a —(1/V18)h = -1
0-a +(4/V18)b = 2

Sapendaheil sistemaha unasoluziong(le coodinaterispettoa unabasesonouniche), si ricava subito
dall'ultima equazioneb = +/18/2 e quindi dalla prima a = —+/2/2, quindi le coodinate di « sono

_\/5/2
V18/2
3. Occorre cercare unterzovettore di V3 ortogonalea entrambi. Siaesso(z, y, z). Siha:

(z,y,2)-(1,1,0) = 0 T+y =0
{(x,y,z)-(O,—1,2) = 0 {—y+22 =0

Le soluzionisono(—2z, 2z, z). Per esempicscegliamo(—2,2,1). Per averlodi modulol lo si normalizza,

quindila baseB; &
(17 170) ) L (17 _174) )
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