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Testo composto di un foglio (due pagine). Rispondere alle seguenti domande su questo foglio usando
gli appositi spazi e giustificando brevemente ma esaurientemente tutte le risposte.

nti 12 Siaf : IR* — IR 'applicazionelineareddinita come:

1. Scriverela matrice A associata f tramitela basecanonica.
2. Dire percle A e diagonalizzabile determinarainamatriceinvertibile P e unamatricediagonaleD tali che

AP =PD.
La matriceassociatasi puo scrivele semplicementattrversoi coeficientidelletre formelineari chedefinisconof
5 2 =3
edeA=| 0 3 O
2 2 0
Calcoliamoil polinomiocaratteristico
5—z 2 -3 5_ . _3
P(z) = det 0 3—-z 0 —(3:c)det( ' )—(3x)(1:25x—|—6)
2 pR— 2

A1 =3 molteplicia: 2 1 <dim(13) <2 = dim(V3)=1,2

. . - 1
Gli autosalori sonoquind: { Ay =2 molteplicit: 1 1 <dim(Va) <1 = dim(Vp) =1

Per dimostare che f & semplicenccorre verificare chedim(V3) = 2.

A =3 |
2 2 =3
Calcoliamole soluzionidel sistemaomaeneoassociatalla matriceA -3/ = [0 0 0
2 2 =3

. L L . o —2y+3 .
Evidentementd sistemaha oc? soluzionidipendentiday e z . Le soluzionisono (% s Y, z) chesi

scrivonoanchecome:  y(—1,1,0) + 2(3/2,0,1)
Quindii duevettori(—1,1,0), (3,0, 2) costituisconainabaseper V3 chehadimensione.
Possiamaora concludee che f € semplicee A e diagonalizzabile

[ n-z ]
Per quantoriguarda A\, = 2, occormono le soluzionidel sistemaomaeneoassociatoalla matrice A — 21 che
sarannosenz’alto oo!:

3 2 -3 3 2 =3
A—2] = 0 1 0 R3 HRg — (2/3)R1 0 1 0
2 2 -2 0 2/3 0

Le soluzionisonoora evidentie sono(z, 0, z). Unabaseper V5 &quindi(1,0,1).
Unabasedi autovettori e pertanto:

(_1a170) ’ (37072) y (1,0,1)
P e D siricavanoimmediatamente -1 3 1 300
C . . ) P = 1 0 O D= 0 3 0
dai risultati precedente sono: 0 9 1 03



nti 12 @ Datele quattrocondizionia lato. Sceglierev, w < IR* in modochele quattro f(1,2,0,0) = (3,6,0,0)
condizionidefiniscanain’unica f lineareun cui autosaloresia—2 . f(0,0,1,1) = (1,0,0,0)
Dire poi sequestaf & diagonalizzabile. f(0, L?(O; = (1,2,0,0)

v = w

Affinché esistaun’unica f lineare occorre innanzituttoche (1, 2,0, 0), (0,0, 1,1), (0,1, 0,0), v sia unabaseper

IR* e per questobastachei vettori siano linearmenteindipendenti(dato che sonoquattio vettori). Sceliamo

percio un vettore v, che pud essee sceltotra quelli della basecanonica,in modoche i quattio vettori siano

linearmenteindipendenti. Per esempiov = (0,0,0,1). | quatto vettori sonolinearmenteindipendentiperché
1 0 00

2 010
det1 51 90 |70
01 01
Affinché —2 siaautovalore bastaporre f(v) = —2v. In questomodol’applicazioneé completamentdsfinita.
Per vedee se f € sempliceoccorre innanzituttoscrivernela matriceassociatee per questabastacalcolare:

£(0,1,0,0) = (1,2,0,0) gia noto

£(0,0,0,1) = (0,0,0, —2) e statoappenadefinito
f(analao) = f(oaoalal) 7f(007071) = (150070) - (07050 72) = (170072)
f(1)07070) :f(152)070)72f(0517070) = (3’65070)7(2’470’0) = (1727070)
1 1 1 0
- . R 2 2 0 0
Quindila matriceassociatee 00 0 0
0 0 2 —2
Calcoliamoneil polinomio caratteristicotenendopresenteche si tratta di una matrice triangolare superioe a
.. _ 1—-z 1 ) —x 0 2 2 - .
blocci: P(z) = det 9 9.4 det 9 _o_s )= (x* — 3x)(z? + 2z). | primi dueautovalori
sonoquindi A\; = 3 e A\, = —2 entrambi con molteplicita 1. Questiautovalori di molteplicia 1 soddisfanal

criterio di diagonalizzabilit.

Il terzoautovalore € A3 = 0 conmolteplicia 2. L'autospaziorelativo 171 1 0
e ker(f), ma,dato che la matrice ha caratteristica3 (il minore 3 x 3 212 0 O
inquadatoénonnullo), allora dim(ker(f)) = 4 —3 = 1, quindi f non 000 O
e diagonalizzabile 00 2 -2

Nello spazionel qualeé statofissatoun sistemadi coordinatecartesian@rtogonalimonometrichaelestrorse)zy z,
sonodatii duepunti P(0,0,1) eQ(3,2,0) eil puntoA(2,0,0).

1. DeterminaresullarettaPQ unpuntoM talechelarettaM A siaortogonaleall’assex.

o x = 0+(3-0) x = 3t
ScriviamolarettaPQ: { v = 0+ (2—-0)t y = 2t
z = 1+(0—-1) z = 1—t

-1
LarettaAM havettoredirezionalg2,0,0) — (3¢,2t,1—t) = (2—3t, —2t, —1+1). Affinchéessasiaorto-
gonaleall'assex uncuivettoredirezionale 7= (1,0, 0), occorreche (2—3t, —2t, —1+t)-(1,0,0) =0
cioéche2 =3tet =2/3.

_ R N 4 1
Il puntoM cercatosi otienedallarettaper¢ = 2/3 ede percio: M (2, 3> §)

dist PN) 3

ti 3| 2. Determinaresul sgmentoPQ unpuntoN tale———~ = =,
< @unp dist(QN) 2

E evidentedallafiguracheoccorredividereil sgmentaP(Q in 5 parti
uguali. Pertantoil punto N si otterra dall’equazionesegmentaria
dellarettanellaqualeP siottienepert = 0 eQ siottienepert = 1, P
ponenda = 3/5.

2
Quindisiha: N = (9, 9, )
57575




