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 � 12 ! Sia " # $ % & ' ( $ % & l’applicazionelinearedefinita come:

" ) * + , + - . / ) 0 * 1 2 , ' 3 - + 3 , + 2 * 1 2 , .
1. Scriverela matrice 4 associataa " tramitela basecanonica.

2. Dire perch́e 4 è diagonalizzabileedeterminareunamatriceinvertibile 5 eunamatricediagonale6 tali che
4 5 / 5 6 .

La matriceassociatasi può scriveresemplicementeattrversoi coefficientidelletre formelineari chedefiniscono"
edè 4 /

0 2 ' 37 3 7
2 2 7

Calcoliamoil polinomiocaratteristico

5 ) * . / 8 9 :
0 ' * 2 ' 37 3 ' * 7

2 2 ' *
/ ) 3 ' * . 8 9 : 0 ' * ' 3

2 ' * / ) 3 ' * . ) * ; ' 0 * 1 < .

Gli autovalori sonoquindi:
= > / 3 molteplicit̀a: 2 ? @ 8 A B ) C & . @ 2 D 8 A B ) C & . / ? + 2=

; / 2 molteplicit̀a: ? ? @ 8 A B ) C ; . @ ? D 8 A B ) C ; . / ?
Per dimostrareche " è sempliceoccorreverificareche 8 A B ) C & . / 2 .

= > / 3

Calcoliamole soluzionidel sistemaomogeneoassociatoalla matrice 4 ' 3 E /
2 2 ' 37 7 7
2 2 ' 3

Evidentementeil sistemaha F ; soluzionidipendentida , e - . Le soluzionisono
' 2 , 1 3 -

2 + , + - che si

scrivonoanchecome: , ) ' ? + ? + 7 . 1 - ) 3 G 2 + 7 + ? .
Quindi i duevettori ) ' ? + ? + 7 . + ) 3 + 7 + 2 . costituisconounabaseper C & chehadimensione2 .

Possiamoora concludereche " è semplicee 4 è diagonalizzabile.
=

; / 2
Per quantoriguarda

=
; / 2 , occorrono le soluzionidel sistemaomogeneoassociatoalla matrice 4 ' 2 E che

sarannosenz’altro F
>
:

4 ' 2 E /
3 2 ' 37 ? 7
2 2 ' 2

H
& ( H

& ' ) 2 G 3 . H > 3 2 ' 37 ? 7
7 2 G 3 7

Lesoluzionisonoora evidentiesono ) - + 7 + - . . Unabaseper C ; è quindi ) ? + 7 + ? . .
Unabasedi autovettori è pertanto:

) ' ? + ? + 7 . + ) 3 + 7 + 2 . + ) ? + 7 + ? .
5 e 6 si ricavanoimmediatamente
dai risultati precedentiesono:

5 /
' ? 3 ?

? 7 7
7 2 ?

6 /
3 7 7
7 3 7
7 7 2



P

Q
N

t = 0

t = 1
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 � 12 I Datele quattrocondizionia lato. Scegliere J + K L $ % M in modochele quattro
condizionidefiniscanoun’unica " lineareuncui autovaloresia ' 2 .
Dire poi sequesta" è diagonalizzabile.

" ) ? + 2 + 7 + 7 . / ) 3 + < + 7 + 7 .
" ) 7 + 7 + ? + ? . / ) ? + 7 + 7 + 7 .
" ) 7 + ? + 7 + 7 . / ) ? + 2 + 7 + 7 .

" ) J . / K
Affinché esistaun’unica " lineare occorre innanzituttoche ) ? + 2 + 7 + 7 . + ) 7 + 7 + ? + ? . + ) 7 + ? + 7 + 7 . + J sia una baseper

$ % M e per questobastache i vettori siano linearmenteindipendenti(dato che sonoquattro vettori). Scegliamo
perciò un vettore J , che può essere sceltotra quelli della basecanonica,in modoche i quattro vettori siano
linearmenteindipendenti. Per esempioJ / ) 7 + 7 + 7 + ? . . I quattro vettori sonolinearmenteindipendentiperché

8 9 :
? 7 7 7
2 7 ? 7
7 ? 7 7
7 ? 7 ?

N/ 7

Affinché ' 2 siaautovalorebastaporre " ) J . / ' 2 J . In questomodol’applicazioneè completamentedefinita.

Per vederese " è sempliceoccorre innanzituttoscrivernela matriceassociataeperquestobastacalcolare:

" ) 7 + ? + 7 + 7 . / ) ? + 2 + 7 + 7 . già noto
" ) 7 + 7 + 7 + ? . / ) 7 + 7 + 7 + ' 2 . è statoappenadefinito
" ) 7 + 7 + ? + 7 . / " ) 7 + 7 + ? + ? . ' " ) 7 + 7 + 7 + ? . / ) ? + 7 + 7 + 7 . ' ) 7 + 7 + 7 ' 2 . / ) ? + 7 + 7 + 2 .
" ) ? + 7 + 7 + 7 . / " ) ? + 2 + 7 + 7 . ' 2 " ) 7 + ? + 7 + 7 . / ) 3 + < + 7 + 7 . ' ) 2 + O + 7 + 7 . / ) ? + 2 + 7 + 7 .

Quindi la matriceassociatàe

? ? ? 7
2 2 7 7
7 7 7 7
7 7 2 ' 2

.

Calcoliamoneil polinomiocaratteristico tenendopresenteche si tratta di una matrice triangolare superiore a

blocchi: 5 ) * . / 8 9 : ? ' * ?
2 2 ' * P 8 9 : ' * 7

2 ' 2 ' * / ) * ; ' 3 * . ) * ; 1 2 * . . I primi dueautovalori

sonoquindi
= > / 3 e

=
; / ' 2 entrambi con molteplicit̀a ? . Questiautovalori di molteplicit̀a ? soddisfanoil

criterio di diagonalizzabilit̀a.
Il terzoautovalore è

=
& / 7

conmolteplicit̀a 2 . L’autospaziorelativo
è Q 9 R ) " . , ma,dato che la matriceha caratteristica 3 (il minore 3 S 3
inquadratoènonnullo), allora 8 A B ) Q 9 R ) " . . / O ' 3 / ? , quindi " non
èdiagonalizzabile.

? ? ? 7
2 2 7 7
7 7 7 7
7 7 2 ' 2

.

T
Nello spazionel qualeè statofissatoun sistemadi coordinatecartesianeortogonalimonometrichedestrorseU * , - ,
sonodati i duepunti 5 ) 7 + 7 + ? . e V ) 3 + 2 + 7 . e il punto 4 ) 2 + 7 + 7 . .

1.
� � � 
 � 5 Determinaresullaretta 5 V unpunto W talechela retta W 4 siaortogonaleall’asse* .

Scriviamola retta 5 V :
* / 7 1 ) 3 ' 7 . X

, / 7 1 ) 2 ' 7 . X
- / ? 1 ) 7 ' ? . X

* / 3 X
, / 2 X

- / ? ' X
La retta 4 W havettoredirezionale) 2 + 7 + 7 . ' ) 3 X + 2 X + ? ' X . / ) 2 ' 3 X + ' 2 X + ' ? 1 X . . Affinchéessasiaorto-
gonaleall’asse* uncui vettoredirezionalèe YZ / ) ? + 7 + 7 . , occorreche ) 2 ' 3 X + ' 2 X + ' ? 1 X . P ) ? + 7 + 7 . / 7
cioè che 2 / 3 X e X / 2 G 3 .

Il punto W cercatosi otienedalla rettaper X / 2 G 3 edèperciò: W 2 + O
3 + ?

3

2.
� � � 
 � 3 Determinaresul segmento5 V unpunto [ tale

dist) 5 [ .
dist) V [ . / 3

2 .

Èevidentedallafiguracheoccorredividereil segmento5 V in 0 parti
uguali. Pertantoil punto [ si otterrà dall’equazionesegmentaria
dellarettanellaquale 5 si ottieneper X / 7

e V si ottieneper X / ? ,
ponendoX / 3 G 0 .

Quindi si ha: [ /
\
0 + <

0 + 2
0


