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Testo composto di un foglio (due pagine). Rispondere alle seguenti domande su questo foglio usando
‘| gli appositi spazi e giustificando brevemente ma esaurientemente tutte le risposte.

Sono dati le equazioni matriciali A -z = b nell’incognita 2-k 0 1 -1
x € M3 (IR), dipendenti dal parametro & < IR. A= k-2 1-k k-1 |b= 2
Dire per ogni k € IR sel’equazione ha soluzioni e quante. K2 1-k 2k 0

Dato chelariduzione gaussiana del sistema presenta difficlta, convienecalcolareil determinantedi A per studiarne

la caratteristica. Conviene effettuare qualche operazione elementare per semplificare il calcolo.

det(A) = det k—2 1-k k-1 (1k)det< 2 )
—k+2 0 k+1 Mokr2 kel

=(1-k)(2-k)(k+1)— (K> —k+2))=1—k)(=2k*+2k) = (1 — k) (—2k)(k— 1)

Quindi il determinante si annulla per & = 0, 1.

S conclude che: Per k # 0,1 il sistema € un sistema di Cramer con 1 e 1 sola soluzione. Esaminiamo i due casi

particolari:
2 0 1] -1 Ry — Ro+ R 2 0 1]— 2 0 1|-1
(Alb)=| -2 1 —1| 2 R2HR27R1 01 0| 1 |Rs—Rs—R| 0 1 1
01 of o)™ 7o 1 0] 0 00 0-1
Per cui, se k = 0 il sistema non ha soluzioni.
1 0 1|-1 1 0 1]-1 1 0 1]-1
(Alb)y=[ -1 0 0] 2 ?:?fgl 0 0 1| 1 |Rys—Ry—+Ry| 0 0 1] 1
102 0)/)°® B o0 0 1] 1 0 0 0
Per cui, sek = 1 il sistema ha due pivot e quindi oo’ soluzioni.
0 1 1 1 0
@ Dimostrare che lamatrice A ha caratteristica 3 usando la defini- a1 24 11
zione intrinseca (quella coi minori). 2 0 2]-1 2
3 0 0 0 3

Un minore di ordine 3 non nullo € per esempio il det della sottomatrice 3 x 3 inquadrata.
Per quanto riguarda i minori di ordine 4 ce ne sono 5:
Escludendo C'; si ottiene una matrice 4 x 4 con determinante (sviluppo lungo I ultima riga)

11 1
3det | 2 4 1 | =3-(1-(4(-1)—2-1)—2(1-(=1)—2-1))=3-(6—6) =0
02 -1

Escludendo C5 si ottiene una matrice 4 x 4 con due colonne uguali e quindi con det 0.
Escludendo C'5 si ottiene una matrice 4 x 4 con due colonne uguali e quindi con det 0.
Escludendo C si ottiene una matrice 4 x 4 con due colonne uguali e quindi con det 0.
Escludendo C'5 si ottiene una matrice 4 x 4 con determinante (sviluppo lungo I’ ultima riga)

11 1
—3det | 2 4 1 | = 0 (stesso di sopra).
0 2 -1

Quindi esiste un minore di ordine 3 non nullo e tutti i minori di ordine 4 sono nulli.



In M, (IR) sono date A, B matrici, B invertibile.

1. Dare unacondizione perché’equazione AX + X = B~! nel’incognita X e M,,,,(IR) abbia una solu-
zione e dare un’ espressione per la soluzione.

Sha AX +IX =B! (A+1)X = B~!. Sottolacondizioneche A + I sainvertibiles ha:
(A+ D YA+ DX =(A+I)"'B tdacui X = (A+1)"'B~%

0 4 0 1 1 0 O 0
; . 01 00 0 30 O
ti 4 = = =
2. Calcolare esplicitamente X nel casochen = 4e A 000 0|8 001 0
00 00 00 0 -1
Invertiamo A + I:
14011 14011 140111 -2 0-1
0200 1 0100 1/2 Ry — R — Ry 0100 1/2
0010 1 Bo = (1/2)R2 | 11 1 Rl — R —4Ry | 0010 1
0001 1 0001 1 0001 1
L'inversadi B €immediata.
In definitiva:
1 -2 —1 1 1 —2/3 0 1
1 1/2 1/3 1/6
_ 1 1 _ _
X=(A+I1)"'B ' = 1 1 = 1
1 -1 -1
) ) ) o ) 1 2 1 3
@ Dire quali colonne di A sono combinazione lineare delle atre e A= 0 1 —1 1
quali non lo sono. In caso affermativo scrivere lacombinazione. 0 0 1 -1
Per vedere se Cy lo e scriviamo  aCy + bCy + cCs3 = Oy
Questo e un sistema la cui matrice completa (coeff. e termini noti) € proprio A che € gia ridotta.
1 2 1 3
0 1 -1 1
0 0 1] -1
Il sistema lineare associato alla matrice si risolve subito elasoluzionee c¢=-1 ; b=0 ; a=4

Quindi: 4C, — C3=Cy dacuianche C3=0C,+4C; e Cy=1/4Cs5+1/4C,

Invece C5 non e combinazione lineare delle altre colonne: infatti aCy + bCs + ¢Cy = Co € associato alla

matrice
L ! 312 Riducendo con 1 132 - . -
0 -1 11 Rs — Ro4 R 0 —1 1|1 | equindi non ci sono soluzoni.
0 1 —1/0 3 BT \o0 0 01

S poteva anche osservare chein tutte le altre colonne la seconda componente eI’ opposta della terza, cosa che non
succede in Cs.



