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Perché
d;f2g�h2iIgFd�fBg!qEmBi

costituiscono una base per
� � �

, dato che sono due vettori non proporzionali.m8s�(%('(�t#�� QETaz-X-uU^+�BTauUTW[~TaV
��Z�\�Z���^+�2V+^+ZBuUTW�BTauad6cFi�TW�6��d6cFi
Scriviamo innanzitutto la matrice associata all’applicazione lineare tramite la base canonica:
Abbiamo già

cLd;f2g�h2i
. Per calcolare

cLd6h8gaf$i
osserviamo che:cLd;fBgUhBiOq�ced�fBg-q�mBiIj�cLd6h8gUmBi�jkd=l8g�m2iOq�d6r�g�hBiIjkdUq � gUmBi

, quindi
cLd6h8gaf$iIjkdUq�m�g$fai

.

Da questi dati ricaviamo la matrice che è

� l q�mm f�� .

Dato che la matrice ha determinante
r��j�h

, allora la matrice ha caratteristica
m
, quindi

\_^+��d?�6��d6cFiUi�j�m
e
\_^+��d��BTauad6cFiUi�j�h

, pertanto: �6��d6cFiIj�� �E� �BTauad6cFi�jk�(h_�
� s�(%('(�t#�� QE^+uUTWz�TYc��TWzUT$��v8V+^�X!TWT�v�Tau;X�x�yT s

Calcoliamo il polinomio caratteristico:\_T$S � l�q�� qEmm f�q���� jkd;f�q��]i-d6l�q��]i
  � j�� � q�¡B�Y ¢r
Quindi c’è un unico autovalore £ j �

con molteplicità
m
. La matrice ¤ q �2¥

è

� m q�mm q�m�� e ha carat-

teristica
f
, quindi il sistema omogeneo associato ha ¦�§ soluzioni e pertanto

\_^+��dU¨_©(iIjªf
. Dato che

¨_©
ha dimensione differente dalla molteplicità di £ j �

, si deduce che
c

non è semplice.

« ¬ ^tR®­�b
� ��¯��°� ��¯±V=} R&v~v8V+^�X$R(`$^{ZB[8T±V{^+[8T(R&uUT²R&zUzUZ8X-^tR&S�R³SUu;R&��^{SUT´VtR³µ]R&zUTXaR&[8ZB[~^�X$R�R(V+VtR¶�´R&S�uU^tX-T�R¶VtR(SUZ]s ¤ j¸·¹¹º q�m m h hf»q�f h hf m q � hh h f»q�f
¼;½½¾fBs�(%('(�t# m ¿ R&VtX-ZBV�R&uUT�­�d6m8g-qYfBg�m�g!qYf$ias

Basta
calcolare

·¹¹º qEm m h hfÀqYf h hf m q � hh h f»q�f
¼ ½½¾ ·¹¹º mq�fmq�f

¼ ½½¾ j¸·¹¹º q�¡mq�¡m
¼ ½½¾ Quindi

­�d6m8g-q�fBgUm8g-qYf$i�jkdUqE¡8gUm8g-q�¡8gUmBi
.

m8s�(%('(�t# � ¬ X!uU^{�BT$uUTW|8[�R¶µ]R&zUT�v�Tau*�BTauad6­9i!s
Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice. Si può subito eliminare la prima riga proporzio-
nale alla seconda·º fÀqYf h hf m q � hh h f»q�f ¼¾ÂÁ � � Á � q Á § ·º f»q�f h hh � q � hh h fÀqYf ¼¾ÂÁ � � f� Á � ·º fÀqYf h hh fÀqYf hh h fÀqYf ¼¾
Il sistema è ridotto e ha ¦ § soluzioni in funzione di Ã : d Ã g Ã g Ã g Ã i . Quindi

�BT$uad=cFi±jÅÄ��Bd;fBgafBgafBgaf$i
ed;fBgafBgafBgaf$i

ne è una base.
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� s�(%('(�t# l ¬ X!uU^{�BT$uUTW|8[�R¶µ]R&zUT�v�Tau*�6��d6­wias

Abbiamo:
\�^{��d?�6��d=­9iUiIj � q�\_^+��d?�2T$uad=­9iUiIj �

Quindi una base per
�6��d6­wi

sarà formata da tre vettori. Come generatori per
�6��d=­9i

possiamo prendere
i trasformati dei vettori della base canonica.
Dalla matrice si ha subito che:­	d;f2g�h8gUh8gUhBiIjkdUq�m�g$f2g$fBgUhBi ­�d6h8gafBgUh8g�h2i�jkd6m�g!qYfBgUm8gUhBi­	d6h�g�h8gafBgUhBiIjkd6h8gUh8g-q � gaf$i ­�d6h8gUh8gUh8g$fai�jkd6h�g�h8gUh8g-qYf$i
È necessario scartare uno dei quattro vettori sottolineati in modo che i restanti�

siano linearmente indipendenti.
Proviamo a scartare il primo. I rimanenti tre sono linearmente indipendenti
perché la matrice delle loro coordinate ha un minore di ordine

�
non nullo, il

determinante della matrice inquadrata.
Quindi una base per l’immagine è per esempio

·¹¹º q�m h hq�f h hm q � hh f»q�f
¼ ½½¾

d6m8g-qYfBgUm8g�h2i*g�d6h�g�h�g!q � gaf$i�g�d6h8gUh8gUh8g-q�f$i
� s�(%('(�t# l QE^+uUTWvwTau;XUx*yTY­��TWz�Ta��v8V+^tX-T s

Calcoliamo innanzitutto il polinomio caratteristico:\_T$S¶·¹¹º q�m�q�� m h hf qYf�q�� h hf m q � q�� hh h f qYf�q��
¼;½½¾ jkdUqYf�q��]i;dUq � q��]i � d�q�f�q��~i-dUqEm�q��]iOq�m � j

jkdUqYf�q��]i-d�q � q��]i;d6� �   � �]i
In conclusione gli autovalori di

­
sono:ÇÈ É £ § jkq �

molteplicità:
m f�ÊË\_^+��d�¨wÌ]©(ieÊËmÎÍ \_^+��dU¨�Ì]©(iIjªfBgUm£ � j�h

molteplicità:
f f�ÊË\_^+��d�¨~Ïai�ÊÐf Í \_^+��dU¨8Ïai�jªf£ ©Ejkq�f

molteplicità:
f f�ÊË\_^+��d�¨wÌ § ieÊÐfÑÍ \_^+��dU¨�Ì § iIjªf

Per dimostrare che
­

è semplice occorre solo verificare che
\_^+��dU¨�Ì]©(iIj�m

.
Calcoliamo quante soluzioni ha il sistema omogeneo associato alla matrice ¤   �B¥

:

¤   �2¥ j¸·¹¹º fÒmÎhÓhfÒmÎhÓhfÒmÎhÓhhÓh fÒm
¼;½½¾ Evidentemente, scartando Á § e Á � , la matrice diventa ridotta e il

sistema ha ¦ �
soluzioni, quindi

\�^{��dU¨�Ì�©Ni�j�m
e
­

è semplice.l8s�(%('(�t# l ¬ X!uU^{�BT$uUTY\_|~TW�´R&SUuU^�X!^ �ÕÔ²�´Ö T�×Ød Ö ^+[G�BTauUSU^+µ8^+V{TGÙ~×Ú\_^tR&�BZB[]R&V{T(i�S�R&V+^	XUx~T Ö Ì §�¤ Ö j�×Ûs
Occorre una base per ciascuno degli autospazi:£ § jÜq �

Dal sistema ridotto ricaviamo subito le soluzioni
dUq�m2Ý�gUÝ]g!qEm Ã g Ã i , quindi una base per

¨�Ì�©
è

per esempio
dUqEm8gafBgUh8gUhBiag-d6h8gUh8g-q�m�g$fai£ � jÂh

Dato che
¨~Ï*j��BTauad6­wi

, una base per
¨8Ï

l’abbiamo già ed è
d;f2g$f2g$fBgaf$i

.£ ©EjÜqYf
Dobbiamo risolvere il sistema omogeneo associato ad ¤   ¥

e che ha ¦�§ soluzioni:

¤   ¥ j¸·¹¹º q�fÒm hÓhfÒh hÓhfÒm q�mÓhhÓh fÒh
¼ ½½¾ Dato che evidentemente Ã non è pivotale, si vede subito che le soluzioni

sono
d=h8g�h�g�h�g Ã i , per cui una base per

¨�Ì § è
d=h8g�h�g�h�g$f$i

.

Quindi scriviamo subito
Ö

e
× Ö j¸·¹¹º qEm h fÒhf h fÒhh qEm fÒhh fÎfÓf

¼ ½½¾ ×Þj¸·¹¹º q � hÎh hh q � h hh hÎh hh hÎh q�f
¼ ½½¾

¡8s�(%('(�t# � ¿ R&VtX-ZBV�R&uUT�­ � Ï�Ï § d;fBgafBgafBgUmBias
Si vede subito che

d;f2g$f2g$fBgUmBiIjkd;fBgafBgafBgaf$i
 �d=h8gUh8g�h�g$fai
, con

d;fBgafBgafBgaf$iOß*¨8Ï»d6h8gUh8gUh8gaf$iOß*¨�Ì § , quindi­ � Ï�Ï § d;fBgafBgafBgUmBi�j�­ � Ï�Ï § d;fBgafBgafBgaf$i
 �­ � ÏUÏ § d6h�g�h�g�h8gaf$iIjkd6h8gUh8gUh8gUhBi
 �d�q�f$i � Ï�Ï § d6h8gUh8gUh8gaf$iIjÜd=h8gUh8g�h�g!qYf$i


