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Calcoliamo il determinante della sottomatrice costituita dalle prima tre colonne della matrice incompleta:� R(i |} ^ ~ ~^�����^���� ~^���� ^ ^���� �� � ^]�3^����6�%�3^����(�

.

Quindi, se
^U�� ~]�W�[�S�

, la matrice incompleta ha caratteristica � e cosı̀ pure quella completa, pertanto il sistema
ha ��� soluzioni.

Sia ora
^ � ~

. La matrice completa è:

|} ~ ~ ~ ~ ~�s����� ~ � ���� ~ �s����� � ��
La prima riga si elimina subito e le due matrici hanno evidentemente caratteristica

�
, quindi il sistema ha ���

soluzioni.

Sia ora
^ � �

. Riduciamo la matrice completa:|} � ~�~ � � �~ �s��~ � �� � ��~ ��� � ��¢¡�£�¤¥¡�£ � ¡ � |} � ~�~ � �s�~ �s��~ � �~ ��~ �s� ~ ��¢¡A£�¤¥¡�£ � ¡ � |} � ~¦~ � � �~ � �§~ � �~ ~¦~�~ � ��
Evidentemente il sistema non ha soluzioni.

Sia ora
^ � �

. Riduciamo la matrice completa:|} �¦~�~ � ����§~�~ � �~¦� ����� � ��¢¡ � ¤¥¡ � ���W¨[� ¡ � |} �¦~�~ � ���~¦~�~ ~ N~¦� ����� � ��
Anche in questo caso evidentemente il sistema non ha soluzioni.

Conclusione:
Se
^ � �

o
^ � �

, nessuna soluzione.
Se
^ � ~

, allora �©� soluzioni.
Se
^k�� ~]�W�[�S�

, allora � � soluzioni.ª"@7K4��*'�N «]y8QSPm¬[RWQSRs\]RWl.lug DX[QSrYg®^���¯8°2�3^x�S¯±`ba cA�-l.R�Q!g � Puy%P�y%X[rvT]l.RWj:jSR � RWl�TxX6l.P.\]X[rvP.X²� � ��°��
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Poniamo ¸ � � ��° . L’equazione da risolvere è ¸ £ ��° � ~ o anche ¸ £ � ° e ¸ £ ��¹�º °�¨[� le cui soluzioni

sono ¸2» ��¹@º °+¨6¼{���[½ º °�¨ � ½ � ~]�(�6�:�
, cioè in forma

^��©¯8°
:¸±¾ � y8X6j(� º ¨[¼[�>��°6jSP.\>� º ¨[¼[� ��¿ � ¨[�{�©°+¨[�¸ � � y8X6j(�3À º ¨[¼6�	��°6jSP.\>�3À º ¨[¼[� � � ¿ � ¨[�{��°�¨[�¸ � � y8X6j(� � º ¨[�6�	��°6jSP.\>� � º ¨[�[� � ��° quindi le soluzioni dell’equazione originale sono:

� ¾ � ¸±¾ ��° � ¿ � ¨[�-� � °�¨[�� � � ¸ � ��° � � ¿ � ¨[�{� � °+¨[�� � � ¸ � ��° � ~
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Poniamo Ô � Î � �~ � �ÐÏ .Ä

è sottospazio perché, se

È � � È � `{Ä , allora

È � Ô e

È � Ô sono simmetriche. Se quindi Õ � � Õ � `ba c
anche Õ � È � Ô e Õ � È � Ô sono simmetriche.
Si ha:

� Õ � È � � Õ � È � � Ì Ô � Õ � È � Ì Ô � Õ � È � Ì Ô . Dato che somma di matrici simmetriche è simmetrica,
allora

� Õ � È � � Õ � È � � Ì Ô è simmetrica e quindi Õ � È � � Õ � È � `{Ä .�]·"@7@4@�*' � «]y8QSPm¬[R(QSRwf]\xgtÖhgKjSR�TxRWQwÄ×·
Poniamo

Èe� Î � �Ø � Ï . Allora

ÈÙÌ Ô � Î � � � � �Ø � Ø � � Ï , quindi

ÈÙÌ Ô è simmetrica se e solo se� � � � � Ø .
Pertanto

Ä
è costituita dalle matrici

Î � �Ø � Ï tali che
� � � � � Ø , cioè dalle matrici del tipoÎ � �� � � � � Ï � � Î �§~�¦~ÍÏ � � Î ~ ��s��~�Ï � � Î ~¦~~ �ÚÏ . Quindi ogni matrice di

Ä
è combi-

nazione lineare delle tre matrici sopra che ne costituiscono un sistema di generatori. Le tre matrici poi

sono linearmente indipendenti, dato che se � Î �§~�¦~ Ï � � Î ~ �� �§~ Ï � � Î ~�~~ � Ï �ÛÎ ~�~~�~ Ï ,

allora si vede subito che: ÜÝÝÞ ÝÝß
� � ~� � ~� � � � � ~� � ~ , cioè � � � � � � ~ . Quindi costituiscono base per

Ä
.
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I vettori sono del tipo

^o�3~]�S�]�%�s�(�%� ¯(�!�[�S~]�W�(� � �3¯[�%�[^>�(��^]� ¯8�
e occorre che

�3¯��o�[^��V��^���¯8� Ì �!�6�:~]�W�(�í �+¯î�o�6^��V��^��©¯8� íWí �!�[�S~]�W�(� í � �� ,

cioè
�[¯±��^¿ À6^ � �©�[¯ � ���[^Ã¯ ¿ � � �� , da cui

N ¯Ê�Í�[^ �ï¿ �(~[^ � � N ¯ � � N ^$¯ . Possiamo elevare a quadrato questa

equazione supponendo
N ¯	�U�[^vðñ~

e si ottiene, dopo aver diviso per
¼
,l’equazione omogenea di secondo grado^ � �ñ�[^$¯-���6¯ � � ~ che si può scrivere (ponendo

¯ò�� ~
) ó ^ ¯xô � �ñ� ó ^ ¯hô �©� � ~ da cui

�3^$¨[¯8� � �s�#õ ¿ � .
Sostituendo

^ � �E� ��õ ¿ � �E¯ , i vettori sono quindi ö ¯#�	�Ã�S�s�bõ ¿ � �E¯#�î�3�-÷ ¿ � �S¯:ø , ma occorre che
N ¯o�®�[^®ð�~

.
Nel caso

^ � �S�s�b� ¿ � �E¯ si ha:
N ¯±���Ã�S�s�b� ¿ � �S¯Að�~ , cioè

�3¼���� ¿ � �S¯Aðñ~ , ovvero
¯�ð�~

.
Nel caso

^ � �S�s�#� ¿ � �E¯ si ha: N ¯±���Ã�S�s�#� ¿ � �S¯Að�~ , cioè
�3¼{��� ¿ � �S¯Aðñ~ , ovvero sempre

¯�ð�~
.

Quindi i vettori sono cercati sono:ó ¯Ê���Ã�E� �bõ ¿ � �S¯#���3�{÷ ¿ � ¯%� ô con
¯Aðñ~


