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Esame di Analisi 1 + Geometria 1 - Corso E - 21 gennaio 2000

Testo composto di tre fogli (cinque pagine). Rispondere alle seguenti domande su
questi fogli usando gli appositi spazi e giustificando, ove richiesto, tutte le risposte.
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a 0 0 a —a
Dire per ogni a € IR quante soluzioni ha il sistema [ , _ 1 ,_9 0 1 z =| a+1

lineare a lato e perché a—9 a a—1 —9 : 1
[

Calcoliamo il determinante della sottomatrice costituita dalle prima tre colonne della matrice incompleta:
a 0 0
det| a—1 a-—2 0 =a(a—2)(a—1).
a—2 a a—1
Quindi, sea # 0,1, 2, la matrice incompleta ha caratteristica 3 e cosi pure quella completa, pertanto il sistema
ha oo! soluzioni.

0O 0 0 01]0
Saoraa = (. La matrice completa & -1 =2 0 11

-2 0 -1 =-2]1
La prima riga si elimina subito e le due matrici hanno evidentemente caratteristica 2, quindi il sistema ha oo?
soluzioni.

Saoraa = 1. Riduciamo la matrice completa:

1 00 1]-1 1 00 1]-1 1 0 0 1|-1
0 -1 0 1| 2 |Rs—Rs+Ry| 0 -1 0 1| 2 |Rzs—Rst+Ro| 0 -1 0 1| 2
-1 1 0 =2 1 0 1 0 —-1] 0 0 0 0 0
Evidentemente il sistema non ha soluzioni.
Saora a = 2. Riduciamo la matrice completa:
2 0 0 2| -2 2 0 0 21 =2
100 1| 3 |R—R—1/2R4| 0 0 0 0| 4
0 2 1 -2 1 0 2 1 =2 1
Anche in questo caso evidentemente il sistema non ha soluzioni.

Conclusione:

Sea =1 0a =2, nessuna soluzione.
Sea =0, allora oo? soluzioni.

Sea #0,1,2, alora oo soluzioni.

@ Scrivere nella forma a + bi (@, b € R) le radici complesse del polinomio (z — i)3 — i e disegnarle nel piano
di Argand-Gauss.

Poniamo Z = z — 4. L'equazione da risolvere@ 72 —i =0 oanche Z3 =i e Z3 = ™/ |e cui soluzioni
sono Z; = ™6+ 2kmi/3 . — 1,9, ciog in forma a + bi:

Zy = cos(w/6) + isin(7/6) =3/24i/2
7y = cos(bm/6) + isin(bn/6) = —v/3/2+14/2 quindi le soluzioni dell’equazione originale sono:
Zy = cos(3w/2) + isin(37/2) = —i

X1 A Xo
to=Zo+i =+/3/2+3i/2 6
v =Z1+i =—/3/2+3i/2 i
g = Z2 +Z = 0

X 1
2 -




Sia W = {A e Mz(IR) : A- < (1) _? ) sla simmetrica}
1. Dire perché W ¢ sottospazio di Mas(IR).

1 2

0 -1 /°
W & sottospazio perché, se A;, A, ¢ W , allora A1 B e A, B sono simmetriche. Se quindi Aj, As € IR
anche A\ A1 B e A3 45 B sono smmetriche.
S ha: (A1 A4 +A245)-B =X A;- B+ XA, B. Dato che somma di matrici simmetriche & simmetrica,
allora (A1 A; + Ay Az) - B @simmetrica e quindi Ay Ay + Ao Az e W.

2. Scrivere una base per W.

Poniamo B =

Poniamo A = (i 3;) Allora A-B = <: %ﬁ:?).quindiA-B € simmetrica se e solo se

20 —y = z.

Pertanto W & costituita dalle matrici

~ @

) tali che 2oz — y = z, cioé dalle matrici del tipo

z y\_ (1 o0Y, [ 01 00 -
<2x_y t>_ <2 0>+y<_1 0)-1—15(0 1>.Qumd|ogn|matr|ced|Wecomb|

nazione lineare delle tre matrici sopra che ne costituiscono un sistema di generatori. Le tre matrici poi

. oo . 10 01 0 0 00
s;onoImearmente|nd|pendent|,datochese.:e<2 0)+y<_1 0>+t<0 1>_<0 0),

x = 0
allora si vede subito che: 9 — z f 0 cioez =y =1t=0. Quindi costituiscono base per V.

t = 0

@ Nell’ IR-spazio vettoriale V3 nel quale le coordinate dei vettori sono riferite ad una base ortonormale, siano
1171 :(0,2,—1) 5 132:(1,0,1)esiaW:L{131,1172}

Trovare tutti i @ e W che formano un angolo di #/3 con ws.

. . (b,2a,—a+b)-(1,0,1) 1
| vett del t 2,—=1)+b6(1,0,1) = (b, 2a, —a+b h =
vettori sono del tipo a(0, 2, —1)+b(1,0,1) = (b, 2a, —a+b) eoccorrecl e|(b’ %0, —at 0 [[(L01)] 2

2b — 1 . .

¢ = —, dacui 4b — 2a = v/10a? + 4b2 — 4ab. Possiamo elevare a quadrato questa
5aZ + 2b2 — 2ab/2 2

equazione supponendo 4b — 2a > 0 e si ottiene, dopo aver diviso per 6,1’ equazione omogenea di secondo grado

2
a? + 2ab — 2b* = 0 che s puo scrivere (ponendo b # 0) (%) +2 (%) —2=0dacui (a/b) = —1£+/3.

Sostituendo a = (—1++/3)b, i vettori sono quindi (b, 2(—1 4+ v/3)b, (2 F /3)b), ma occorre che 46— 2a > 0.
Nel caso a = (=1 + V/3)b s ha: 4b— 2(—1+/3)b > 0, ciog (6 — 2v/3)b > 0, owero b > 0.

Nel caso a = (=1 — v/3)b s ha: 4b— 2(—1 —/3)b > 0, ciog (6 + 2¢/3)b > 0, owero sempre b > 0.

Quindi i vettori sono cercati sono:

cioe

(b, 2(~=1£V3)b, (2q:\/§b)) conb >0



