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4.1 Interpolazione

Il problema generale & quello di determinare un’espressione analitica o grafica per una funzione
f(x) di cui si conoscono un numero finito di punti del grafico (x;,y;).
Quindi si cerca una funzione f(x) tale che

o | Yo
flxo)=wo ;3 flz)=wm 5 - 5 [flzp)=un x| 1
T2 | Y2

Si vuole che la f(x) sia facilmente calcolabile e che soddisfi le n + 1 eguaglianze o
precisamente o approssimativamente o modellandosi su di esse secondo un concetto Tn | Yn
che vedremo piu avanti. Il problema si pone di solito in uno di questi due casi

e I dati sono ottenuti sperimentalmente, per cui f(z) ¢ da costruire.

e La f(x) ¢ nota ed & possibile calcolarla anche in altri punti, ma non ¢ facilmente calcolabile
(per esempio ¢ la soluzione di un’equazione differenziale) o la sua espressione ¢ comunque
assai complessa.

Come detto, le tecniche sono sostanzialmente tre: l'interpolazione, ’approssimazione e la
modellazione. Ognuna di esse ha parecchie varianti che possono condurre a risultati diversi. Cer-
chiamo di dare per ora una definizione intuitiva, che poi approfondiremo, delle tre tecniche.

Interpolare significa determinare una funzione che soddisfi precisamente i dati.

Approssimare significa determinare una funzione che non soddisfi precisamente i dati, ma se
ne discosti il meno possibile.

Modellare significa grosso modo determinare una funzione che nel modo pit dolce “si inse-
risca nella poligonale dei dati”.

Nel disegno sotto gli stessi dati interpolati, approssimati e “modellati” con qualche tecnica.

. /.\
Xg X1 Xp X3 Xy X, Xo X1 Xp X3 Xy X, Xo X1 Xp X3 Xy X,
4.1.1 Interpolazione polinomiale, la matrice di Vandermonde
La prima idea e quella di determinare un polinomio
P(z) = ao + a1x + agx® + -+ + a,z”

di grado minore o uguale a n. Il polinomio si dira polinomio interpolatore dei dati.
Introducendo i dati si ottiene:

P(zo) =90 = ao+aizo+asxg+ - +anxy = Yo

P(xp) =yn = ao+ a1, +ax? +-- +aa” = y,
Questo ¢ un sistema lineare (n+1) x (n+ 1) nelle incognite ag, . .., a, la cui matrice dei coefficienti
e detta matrice di Vandermonde della successione zg, ..., T,. Questa matrice ha determinante di-

verso da zero se gli x; sono distinti; pertanto in tal caso esiste un’unico polinomio di grado minore
o uguale a n che soddisfa i dati (non ¢ detto che abbia grado esattamente n perché non ¢ detto
che si abbia a,, # 0).

Risolvere il sistema lineare non € perd conveniente dal punto di vista calcolativo, sia per la mole
dei conti, sia perché la matrice di Vandermonde e particolarmente sensibile agli errori da arroton-
damento avendo un numero di condizionamento elevato.
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Esempio 4.1: Determinare la parabola y = a+bx+ca? passante per tre punti (zo, yo), (71,%1), (2,%2)
(x; distinti). Si ha il sistema lineare in a, b, ¢:

Yo = a + bxo + cxd la cui matrice dei coeffi- 1 oz af
Y1 = a+bxy + cx? cienti ¢ la matrice di Van- 1 2 af
Yo = a + bwy + cx3 dermonde 1 zy a3

Risolvendo il sistema si puo trovare il polinomio. Questo ¢ il metodo piu elementare, ma non
certamente il migliore.

Osserviamo che per zg = 1, 1 = 2, o2 = 3 la matrice di Vandermonde ha gia numero di
condizionamento circa 70.92.

4.1.2 Interpolazione polinomiale, il polinomio di Lagrange

Esiste una semplicissima formula dovuta a Lagrange per determinare il polinomio in questione:

(x—z1)(x—29) - (x — )
(zo — z1)(0 — @2) -+ (To — Tn)

P(x) = yo

(@ —zo)(@ —@2) - (x—an) (@ —20) -~ (x — Tn_1)
(z1— o) (w1 — @2) -+ - (21 — 1) e (Tn — o) (Tn — Tpp1)

+y1

E evidente che il polinomio ha grado non superiore a n ed € pure evidente il fatto che esso soddisfa
i dati.

La formula di Lagrange, benché elegante ed elementare, non e in generale di uso pratico. Il
polinomio non & infatti scritto in una forma che si presti a una semplice algoritmizzazione tipo
schema di Ruffini-Horner per calcolare il polinomio in un punto diverso dagli z;.

4.1.3 Interpolazione polinomiale, il polinomio di Newton

Esiste un’altra formula, dovuta a Newton, per determinare il polinomio in modo algoritmico ed &
la seguente:

P(x) =bo + b1(z — w0) + ba(x — z0)(x — 21) + -+ - + bp(z — 20)(x — 1) -+ - (T — Tp1)

Prima di spiegare come si calcolano i coefficienti b;, osserviamo che, dopo averli determinati, &
facile calcolare P(x) in qualunque punto senza sviluppare la formula, in modo simile allo schema
di Ruffini-Ho6rner:

P(:C):b0+(17*$0)(b1+b2($*1‘1)+"'+bn(1'7931)'~'($*$n_1)>

P(x) = by + (:czo)(ln + (x—xl)(bg + ot by x2)~-~(xxn_1))> ete.

Per quanto riguarda i coefficienti b;, un conto non difficile, ma laborioso, mostra che essi si possono
determinare ricorsivamente nel modo seguente:

bo = f(xo) = flxol
N (A B () ER
Tr1 — Xo
b2 - f[x27$1] - f[wth] déf f[x27x1ax0}
T2 — X0
b = flon, @nor, - @1] = flon—1,-. . To]  aer flomsin 1, 20)

Ty — X0
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4.1. INTERPOLAZIONE 25

I b; si calcolano quindi in modo algoritmico mediante un procedimento detto calcolo alle differenze
finite. Ci limitiamo al caso in cui gli x; formino una progressione aritmetica di ragione costante d
cioe:

o r1 =x9+d To =21 +d Ty = Tp_1+d
In questo caso si possono calcolare i b; usando lo schema

(0)

Yo=Y 1
lmwEw | o o e
U1 W Y1 Yo =Y
Y270 =4 L _ ., _ (2
Y2 W |2 T Th (n=1) __(n=1) _ (n)
Ys — Y2 = Yo Y Yo =Y
Yn—1
Un Yn = Yn—-1 = :U,(ll_)l
e, come si verifica subito, si ha:
1 2 (n)
b:(o).b:y(()).b:y(()). .b:yO
0 yO s V1 1'd1 ; U2 2'd2 y cc 0y Un n'd"

| Esempio 4.2: Determiniamo il polinomio P(z) di grado minore o uguale a 3 tale che:
P(l)=1 P(1.5)=3 P(2)=4 P(25)=-1
In questo caso d = 0.5. Lo schema delle differenze finite unitarie e:

1

3—-1= 2
?1 4-3=1 7;):?::% ~6+1=-5
—1—4=-5 -
-1
Si ha pertanto
2 -1 _5
bop=1; b = =4 by = =_—2: by = = —-20/3
O T T T 05) T T 21(05)2 T T 31(0.5)3 /

Il polinomio & quindi:

Plx)=14+4(x—-1)—2(z—1)(x —1.5) — 2—30(5c —1)(x—1.5)(z—2)

Se la successione non € a passo costante, lo schema delle differenze finite subisce una semplice
modifica che non riportiamo in questa sede.

4.1.4 1l resto nell’interpolazione di Newton

E evidente I’analogia tra la formula di interpolazione di Newton e la nota formula di Taylor. In
effetti, come il polinomio di Taylor approssima una funzione con un polinomio avente stesso valore
e stesse derivate in un punto z, il polinomio di Newton approssima una funzione con un polinomio
che assume nei punti z; gli stessi valori della funzione.

In analogia alla formula del resto di Lagrange per il polinomio di Taylor, si ha:

Proposizione 1 Sia f(x) una funzione continua nell’intervallo [a,b], wi dotata di derivate con-
tinue fino all’ordine n + 1.

Sea=x9<x1 < <xp =0b & una suddivisione dell’intervallo e P(z) é il polinomio di Newton
che interpola f(x) nei punti x; (nel senso che P(x;) = f(x;) per ogni i), allora, per ogni x € [a, b]
esiste un punto & nell’intervallo [a,b] tale che:

oy 2 £

fz) = CEn

(x —x0) (& —xy)
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4.1.5 Interpolazione “spline”

L’interpolazione polinomiale puo non essere conveniente per vari motivi. Il primo ¢ che per una
lunga serie di dati il polinomio risulta di grado troppo alto, il secondo e che l'interpolazione non
sempre ¢ soddisfacente.

Un modo spesso piu efficiente e percio maggiormente diffuso per interpolare una serie di dati con-
siste nell’'usare una funzione definita a pezzi i cui pezzi siano polinomi di grado basso. Questa
interpolazione si dice “spline” (dal nome inglese delle bacchette di legno flessibile usate per I'inter-
polazione meccanica di una serie di dati).

Si abbia la solita serie di dati da interpolare:

fleo)=wo, -, flxp)=yn con xo<---<um,

Descriveremo tre tipi di interpolazione spline.

Interpolazione spline lineare

La piu semplice interpolazione spline & quella mediante funzioni
lineari. Si pud scrivere per ogni ¢ (1 < ¢ < n) lequazione della
retta passante per i due punti (2;—1,v;—1) (%, ¥s).

La funzione cosi definita a pezzi sugli intervalli [z;_1, x;] & eviden-
temente continua in [xg, z,] e soddisfa le condizioni date.

Xo X1 Xp X3 X4 X,

Interpolazione spline quadratica

Scriviamo per ogni i (1 <4 < n) le parabole e cioe le funzioni del tipo y = a; + b;z + c;x? passanti
per i due punti (z;_1,%i—1) (7;,9;). Ne esistono oo’ per ogni i, quindi n dei 3n coefficienti sono
arbitrari. Si puo approfittare di questo fatto per imporre che le derivate prime delle parabole
coincidano nei punti x1,...x,_1 e quindi la funzione sia dotata di derivata prima.

Queste sono n — 1 condizioni su n parametri. Resta pertanto una
scelta arbitraria ed € uso imporre che la parabola dell’intervallo
[x0, 1] degeneri in una retta.

Si ha pertanto una funzione definita a pezzi sugli intervalli
[xi—1,2;] che & evidentemente continua e derivabile in [zg, z,] e
soddisfa i dati.

La spline quadratica non e molto usata perché spesso fornisce un

risultato “saltellante” e quindi poco soddisfacente. 1
Xo X1 Xp X3 X4 Xy

Interpolazione spline cubica

La piu usata delle interpolazioni spline € quella con funzioni polinomiali di grado tre in quanto
consente un calcolo semplice e una approssimazione piu che soddisfacente. Inoltre si riesce a fare
in modo che la funzione sia di classe C?.

Si scrivono per ogni ¢ (1 < ¢ < n) le parabole cubiche e cioe¢ le funzioni del tipo y = a; + bz +
c;x? + d;x® passanti per i due punti (w;_1,y;_1) (2, ;). Ne esistono oo? per ogni i (i = 1,...,n),
quindi 2n dei 4n coeflicienti sono arbitrari.

Imponendo che sia le derivate prime che quelle seconde coincidano nei punti 1, ...xz,_1 si hanno
altre 2n — 2 condizioni lineari; rimangono ancora due scelte arbitrarie ed € uso imporre che la prima
e l'ultima parabola cubica abbiano un flesso rispettivamente in zy e in , (spline naturale). A
volte si danno due condizioni sulle derivate prime in xq e in z, (spline vincolata).

Si ha pertanto una funzione definita a pezzi sugli intervalli [x;_1, x;] che & evidentemente continua
e derivabile due volte in [zg, z,] e soddisfa i dati.

Esiste un procedimento per calcolare in maniera relativamente veloce la spline cubica cui acceniamo
brevemente.
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4.1. INTERPOLAZIONE 27

L’idea base & quella di fare in modo che le incognite siano solo le derivate seconde delle parabole
cubiche nei punti x1,...,x,_1. Poniamo per semplicita di notazione:

a=f"1), .., g1 =f"(Tn-1)

Scriviamo la derivata seconda della parabola cubica f; () che congiunge il punto (x;—1,y;—1) col
punto (z;,y;). E una funzione lineare che possiamo scrivere cosi (usando la formula di Lagrange)
in modo da evidenziare i valori che la derivata seconda stessa assume nei punti x;:

" Xr — T Xr—T;—1

(7)) = qia + qi
Ti—1 — X4 Tj — Tj—1

Integriamo due volte rispetto a x e scriviamo opportunamente le due costanti di integrazione h; e
k; ottenendo cosi le f;(x):

fi(z) = qé(;l(_xl—:vx:); + qé((zi_azi_ll); +hi(z; —x) + ki(x — 25-1)

Le due costanti cosi scritte h; e k; si determinano imponendo che f;(x;) = y; e che fi(x;—1) = yi—1.
Svolti i conti si ottiene:

Yi-1 qi—1(; — 1) b= Yi _ qi(xi — i 1)
;=

Ti; — Tj—1 6 T; — Tj—1 6

hi =

Rimangono da determinare tutti i ¢;. Imponendo che le derivate prime coincidano in tutti i punti
x; (1 # 0,n) si ottiene:

(ri —2i1)qi—1 +2(wip1 — 2i-1)Gi + (Tig1 — 24)qit1 = 6 (yzﬂ L yz)
Tipl —Ti T — Tij—1
Queste sono n — 1 relazioni lineari tra i ¢;. Dato che ¢o = g, = 0, le incognite sono n — 1 e la
matrice delle n—1 relazioni lineari ¢ tridiagonale, per cui la risoluzione del sistema ¢ particolarmente
agevole. Inoltre la forma delle singole f;(z) ¢ particolarmente adatta al calcolo con uno schema
tipo Ruffini-Hérner.

Nel caso particolarmente frequente in cui gli z; siano in progressione aritmetica di ragione d, il

sistema nelle incognite ¢, ...,q,—1 € associato alla matrice tridiagonale simmetrica
4d d 0 0 -~ 0 0 6(yo — 2y1 +y2)/d
d 4 d 0 -~ 0 0 6(y1 — 2y2 +y3)/d
0 d 4d d -~ 0 0| 6(yo—2ys+uya)/d
0 0 0 0 d 4d | 6(yn—2 = 2yn—1 +yn)/d

Il sistema e diagonalmente dominante per cui per la sua soluzione puo essere usato per esempio il
metodo di Gauss-Seidel.

La spline cubica & in un certo senso la miglior funzione di classe C? che interpoli i dati. Piu
precisamente:

Proposizione 2 Sia f(z) funzione regolare nell’intervallo [a,b] con a = xo, b = x,, tale che
f(xz;) = y; allora la quantita

/ (¢ (@)

& minima qualora g(x) sia la spline cubica naturale.

Esempio 4.3: Un esempio di costruzione di interpolazioni polinomiali con splines o altro com-
porterebbe solo una serie di lunghi calcoli e non sarebbe di aiuto alla comprensione dei metodi
esposti. Ci accontentiamo percio di fornire un grafico elaborato al calcolatore che illustra varie
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interpolazioni polinomiali della serie di dati sotto.

Nel grafico sono disegnati con vari tipo di tratto:
Lo spline lineare che interpola i dati.
Lo spline quadratico che interpola i dati (il primo tratto coincide con quello lineare)
Lo spline cubico che interpola i dati.
— — — 1l polinomio di Newton (quindi di grado 4) che interpola i dati.
_____ 11 polinomio di grado 3 che approssima i dati ai minimi quadrati
(vedi paragrafo successivo).

4

-

,pc,otx:m—lo‘&z
— WO N W

4.1.6 Approssimazione ai minimi quadrati

Invece di trovare un polinomio di grado n che interpoli n + 1 dati, se ne puo trovare uno di grado
inferiore che non passi esattamente per i punti dati, ma se ne discosti per poco “nel senso dei
minimi quadrati”.

Pilt precisamente non si pretende che il polinomio P(x) di grado d < n soddisfi precisamente le
eguaglianze P(xg) = yo ; Px1) =y -+ i P(x,) = yn, ma ci si accontenta che la

quantita 2 2 2
(Po)=w)  + (P@) =)+t (P@a) = va)
sia la minima possibile.
Si dimostra che esiste unico un polinomio di grado d < n con questa proprieta ed € detto polinomio

che approssima i dati ai minimi quadrati.

Questo modo di approssimare i dati & usato soprattutto quando i dati sono frutto di osservazioni
sperimentali e quindi soggetti a probabile errore. Particolarmente noto ¢ il caso in cui il polinomio
ha grado 1, quindi si ha 'approssimazione lineare ai minimi quadrati.

Ci sarebbe molto da dire, ma ci accontentiamo di riportare la tecnica pitt semplice per trovarlo
(anche se non ¢ la pitt numericamente stabile). Come nel caso di Vandermonde si cerca un polinomio

P(x) = ag + a1z + aga® + - - - + aga®
di grado minore o uguale a d. Introducendo i dati si ottiene:
P(xo) =Y = Cl0+a1.1‘0—|—a2x(2)+..._|_admg = ¥
P(xn) =Yn = ao+a1Ty+ Clg.’]j% 4+ adxz = y,

Osserviamo che questa volta la matrice dei coeflicienti A, dato che d < n, & una matrice rettangolare
con piu righe che colonne e che quindi il sistema Ax = b € un sistema con piu equazioni che incognite
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4.2. CURVE DI BEZIER E B-SPLINE 29
e quindi quasi sicuramente senza soluzioni. La soluzione ai minimi quadrati ¢ pero I'unica soluzione
del sistema quadrato con matrice invertibile

AT Az = AT

dove la matrice AT A & una matrice d x d simmetrica. Se il polinomio cercato & di grado 1, la
matrice € 2 X 2 e in questo caso la retta e la famosa regressione lineare spesso usata in statistica.

4.2 Curve di Bézier e B-spline

4.2.1 Polinomi di Bézier

Se invece di interpolare o approssimare i dati, vogliamo “modellare” una curva sui dati, costruiamo
una curva di Bézier.

Grosso modo modellare significa determinare una curva “dolce” che si inserisca nella poligonale,
detta poligono di controllo che interpola i punti dati.

Polinomio quadratico di Bézier

Siano xg, z1, xs tre numeri equidistanti. Esiste una e una sola parabola

f(x) = ax® + bx + ¢, tale che f(xg) = z9 f(w2) = 22 e tangente alla *
retta (2o,v0) (x1,91) in (zo,yo) e alla retta (z1,y1) (z2,y2) in (2,y2).
In realta sembra strano che esista una parabola che soddisfi 4 condizioni, /-\
perché i coefficienti sono solo tre, ma cio ¢ dovuto al fatto che x; e il
punto medio tra xg e xs. I x x X -

. . . N . 0 1 2
In casi particolari la parabola puo degenerare in una retta.
Polinomio cubico di Bézier A .

[ ]

Siano zg, x1, X2, x3 quattro numeri equidistanti.
Esiste una e una sola funzione cubica f(z) = az® + bx? + cx + d,
tale che f(xo) = x0 f(zr3) = =3 e sia tangente alla retta
— . —— . -
(z0,90) (x1,91) in (20, y0) e alla retta (z2,y2) (23,y3) in (23,ys3). Xo X} X X3
La cubica ¢ unica perché i coefficienti sono quattro di fronte a quat- |

tro condizioni indipendenti e potrebbe anche avere un flesso o de-
generare in una parabola quadratica o in una retta.

Allo stesso modo si potrebbero costruire i polinomi di Bézier di
grado n che passano per n + 1 punti equidistanti anche se non e

facile dare un’interpretazione geometrica delle proprieta di queste Xo X X, X
curve.

La costruzione dei polinomi di Bézier viene di solito effettuata mediante una delle due tecniche
seguenti: quella analitica (i polinomi di Bernstein) o quella grafica (’algoritmo di de Casteljau).

4.2.2 Polinomi di Bézier costruiti mediante polinomi di Bernstein

Sia [a, b] un intervallo della retta reale e sia n > 2. Definiamo i polinomi di Bernstein di grado n
nell’intervallo [a, b]:

Definizione: Gli n + 1 polinomi di Bernstein di grado n nell’intervallo [a, b] sono

Bi(z) = (n) (b aél)an—_l;)i_ a)’

7

i=0,1,...,n

I polinomi di Bernstein di grado n dipendono dall’intervallo [a, b] dato che:
Bi(a)=1 e Bj(a)=0peri>0 Bi(b)=0peri<n e B,b)=1
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Essi costituiscono una base per lo spazio polinomi di grado < n, nel senso che ogni altro polinomio
di grado minore o uguale a n si puo scrivere in modo unico come loro combinazione lineare.

Particolarmente interessanti sono i polinomi di Bernstein dell’intervallo [0, 1], anche perché gli altri
si ottengono dilatando questi all’intervallo [a, b].

I polinomi di Bernstein di grado 2 e di grado 3 in [0, 1] sono

1
B B
Grado 2 0 5 2 Grado 3
— (1 — )3

By(z) = (1 —z)* 1 Bolz) _ u _x> 2

Bi(x) =3(1 — x)*x
Bi(z) =2(1—x)x o
By(z) = ? Bs(x) = 3(1 — )z

2 Bs(z) = 23
1

Osserviamo che By(z) + By(z) + B2(x) =1 (vale 1 per ogni ) nel caso quadratico.
Analogamente By(z) + Bi(x) + Ba(x) + Bs(x) =1 nel caso cubico.
Il polinomio di Bézier di grado n generato dai punti (zo,y0), (z1,%1), --- , (Tn,yn) (sempre z;

equidistanti) si puo ottenere come combinazione lineare dei polinomi di Bernstein nell’intervallo
[a,b] = [zg, 2,] a coefficienti yo, Y1, ..., Yn

Bez(x) = yoBo(x) + -+ - + yn Bn ()

4.2.3 Polinomi di Bézier costruiti mediante algoritmo di de Casteljau

L’algoritmo di de Casteljau permette di costruire quanti punti si vuole del polinomio di Bézier con
un semplice procedimento grafico.

Cominciamo col caso quadratico

Si dividono i lati del poligono di controllo in parti uguali (o comunque omologhe) e si uniscono
i punti omologhi con dei segmenti. Su ciascuno di questi segmenti viene operato lo stesso tipo
di divisione e si considerano i punti relativi relativi alla divisione fatta (il primo punto sul primo
segmento, il secondo sul secondo segmento etc.). Questi punti sono tutti situati sul polinomio
quadratico di Bézier che quindi puo essere costruito per punti.

Esempio 4.4: I due segmenti sono stati divisi in 4 parti uguali.

I punti sono stati chiamati 1,2,3. I segmenti 1 1, 2 2, 3 3 sono
stati divisi in 4 parti, ma sul segmento 1 1 & stato considerato
solo il primo punto, sul segmento 2 2 ¢ stato considerato solo
il secondo punto, sul segmento 3 3 ¢ stato considerato solo il
terzo punto. I 5 punti cosi trovati (si aggiungono i due estremi)
appartengono al polinomio di Bézier.

X0 X %)

Proseguiamo col caso cubico

Si dividono i lati del poligono di controllo in parti uguali (o comunque omologhe) e si uniscono
i punti omologhi con dei segmenti. Su ciascuno di questi segmenti viene operato lo stesso tipo
di divisione e si considerano i punti relativi relativi alla divisione fatta (il primo punto sul primo
segmento, il secondo sul secondo segmento etc.). Si uniscono ancora i punti omologhi con dei
segmenti. Su ciascuno di questi nuovi segmenti viene operato lo stesso tipo di divisione e si
considerano i punti relativi relativi alla divisione fatta (il primo punto sul primo segmento, il
secondo sul secondo sgmento etc.). Questi punti sono tutti situati sul polinomio cubico di Bézier
che quindi puo essere costruito per punti. Quindi ¢’e un passaggio in piu rispetto al caso quadratico.
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4.2. CURVE DI BEZIER E B-SPLINE 31

Esempio 4.5: I tre segmenti sono stati divisi in 4 parti uguali.
I punti sono stati chiamati 1,2, 3. 1 6 segmenti
11,22,33,11, 22, 33 sono stati divisi in
4 parti, ma su ciascuno dei due segmenti 1 1
¢ stato considerato solo il primo punto e ab-
biamo i due punti di nome 1’. Su ciascuno dei
due segmenti 2 2 ¢ stato considerato solo il se-
condo punto e abbiamo i due punti di nome
2. Su ciascuno dei due segmenti 3 3 & stato
considerato solo il terzo punto e abbiamo i due
punti di nome 3.

A questo punto consideriamo il secondo dise-
gno identico al primo, ma dove, per chiarezza,
sono stati eliminati i segmenti 1 1 etc.

I segmenti 1/ 17, 2/ 2/, 3/ 3/ sono stati divisi in
4 parti, ma sul segmento 1’ 1’ ¢ stato consi-
derato solo il primo punto, sul segmento 2 2/
¢ stato considerato solo il secondo punto, sul
segmento 3’ 3’ & stato considerato solo il terzo
punto. I 5 punti cosi trovati (si aggiungono
i due estremi) appartengono al polinomio di
Bézier.

4.2.4 Le curve di Bézier

Svincoliamoci ora dall’ipotesi che xq, 1, . ..z, siano equidistanti. Esiste egualmente una curva di
Bézier che modella i punti, ma non si puo pretendere cha sia una semplice funzione polinomiale
y=ag+arr+ -+ a,x".

Occorre allora lavorare bidimensionalmente ed esprimere la curva in forma parametrica.

Si puo supporre che le funzioni x(t) e y(t) siano definite nell’intervallo [0, 1] e si x = x(t)
vuole che assumano in 0 ein 1 ivalori xg,z, € ¥o,yn rispettivamente. y = y(t)
A questo punto non & piu neanche necessario che gli x; siano ordinati

né distinti, basta che siano distinti i punti (z;,y;). Quindi la curva di |

Bézier, per esempio cubica, avente come poligono di controllo (zg,yo), Vs .

(x1,11), (x2,y2), (x3,y3) ha come rappresentazione parametrica esplicita

Y3
{x(t) = 20By(t) + 21 B1(t) + z2Ba(t) + x3Bs(t)

y(t) = yoBo(t) + y1 Bi(t) + y2Ba(t) + y3B3(t) Vi
Yot

dove i B;(t) sono i polinomi di Bernstein cubici nell’intervallo [0,1]. An-
che I'algoritmo di de Casteljau funziona perfettamente nel caso generale
senza sostanziali variazioni.

o

XO X3 X1 Xo

Alcuni esempi di curve di Bézier cubiche con il loro poligono di controllo; la quarta e addi-
ritura nodata, cosa che puo capitare se il poligono e intrecciato, del resto anche la terza e nodata,

anche se il nodo cade esternamente alla porzione utile.
° o
[ J

N~
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Questa generalizzazione permette anche di costruire curve di
Bézier nello spazio. Si dovra aggiungere una terza funzione
z(t), ma tutto funziona esattamente come nel caso planare. Si
tenga presente che, mentre una curva di Bézier quadratica e
sempre un arco di parabola e percido una curva piana giacente
nel piano dei tre punti del poligono di controllo, una curva di
Bézier cubica puo essere una curva sghemba e quindi dotata
di vera torsione tridimensionale se i quattro punti del poligono
di controllo non sono complanari.

4.2.5 Le curve B-spline

Se i punti da modellare sono tanti non conviene costruire una curva di Bézier di grado elevato, ma
¢ meglio costruire diverse curve di Bézier di ordine basso (3 ¢ il pit usato) e raccordarle insieme
nel modo migliore possibile. Queste sono le curve B-spline.

La teoria ¢ assai vasta; ci limitiamo ai due casi piu semplici, le B-spline quadratiche uniformi e
non uniformi e le B-spline cubiche uniformi e non, avvertendo che anche sulle curve non uniformi
si possono fare variazioni di rilievo rispetto alla semplice trattazione che segue.

Le B-spline quadratiche

La cosa piu complicata & capire quale uso fare dei dati iniziali, perché la B-spline modella una serie
di punti, senza necessariamente passare per essi, ma “raddolcendo” il loro andamento.

Nel caso pit elementare ¢ assegnato un numero pari di punti distinti (o meglio tali che tre conse-
cutivi siano distinti) che costituiscono il cosiddetto poligono di de Boor

Po, P, P3,...,Pop_1, Py

Mancano tutti i punti P; con ¢ pari, tranne i due estremi. Costruiremo una B-spline in cui ogni
pezzo ¢ una curva quadratica di Bézier con poligono di controllo Py, Pa;y1, Pairo (il centrale ha
indice dispari). Occorrera indicare un criterio per costruire i punti di indice pari.

Caso uniforme

P+ Py P+ P P34 Poy
LS p="2 0 P =2 e

2 2 2

e costruiremo semplicemente le curve di Bézier con poligono di controllo Po;, Pojt1, P22 mediante
i polinomi di Bernstein o I'algoritmo di de Casteljau, avvertendo che si possono costruire delle
funzioni che sono a pezzi polinomi di Bezier e che quindi parametrizzano tutta la B-spline.

La B-spline cosi costruita e detta B-spline quadratica uniforme. L’aggettivo uniforme si riferisce

al fatto che i punti mancanti sono presi come punti medi dei segmenti.

Nel caso piu semplice porremo: P, =

La B-spline ¢ continua e di classe C! per costruzione.

Osserviamo che la B-spline quadratica ha un controllo semi-locale dei punti diversamente dalle
spline quadratiche introdotte nel paragrafo sull’interpolazione, nel senso che cambiando uno dei P;
cambiano solo due pezzi di Bezier della curva e non l'intera curva.

Py P Ps
P2 [ ) O ®
P, Tk
°
P7
Py N P,
P
P2n—3 2(;172 i P2n—1
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Caso non uniforme e successioni nodali

Invece di prendere i punti medi si possono prendere altri punti sui segmenti P; P3 etc. pitl 0 meno
distanti dagli estremi ed avere una curva piu adatta a certe esigenze. Si tenga presente che questa
liberta cambia solo due curve di Bézier della B-spline, mantiene quindi un controllo semi-locale su
tutta la curva.

Potremmo semplicemente dire quale punto prendiamo su ogni segmento, ma conviene introdurre le
successioni nodali, perché piu utili per il seguito e indispensabili per esempio nel caso delle B-spline
cubiche.

Dato che partiamo con n+ 1 punti, la successione nodale ¢ semplicemente una successione crescente
di » numeri positivi tg < t; < -+ < t,,. Definiremo quindi i punti Ps, Py, ... usando la successione
nodale.

(t1 — to)Pl + (tz - tl)Pg P — (tg — tl)P;g + (t3 — tg)Pg,
), =
ta — 1o ls —t1
Notiamo che se la successione nodale ¢ a passo costante, per esempio 0 < 1 < 2 <3 < ---, si
riottiene il caso uniforme.
Ponendo A; =t; — t;_1 per ogni i la definizione dei punti P; diventa:

P, = etc.

AP+ AP _ AoP3+ A3Ps

P, = = tc.
2 A+ A, 4 Ay + As o

Quindi la successione dei A; fornisce la posizione dei P; di indice pari che si ottengono con una
media pesata tra i punti del poligono originale che dipende dalle differenze della successione nodale.
Per variare la B-spline basta quindi cambiare la successione nodale. La variazione di un elemento
della sucessione nodale ha effetto solo su tre curve di Bézier della curva (una o due se siamo agli
estremi).

Come esempio riportiamo la poligonale dell’esempio precedente, ma con la successione nodale

Py P, Ps

1<2<25<4<--- PQO/‘/O °
1.

Cambiando il terzo elemento o p

della successione si variano tre p 7
. . N 0

pezzi della B-spline e la curva e

piu “aderente” al punto Pj.

La successione dei A ¢ 1, 1/2,3/2, 1 ..., quindi P, ¢ a due terzi del segmento P; Ps, dato che
Ay + Ay = 3/2, mentre Py & a un quarto del segmento Ps Ps, dato che Ay + Az = 2. Invece Fs ¢ a
tre quinti del segmento Ps Pr, dato che Az + Ay = 5/2, Quindi, Paver diminuito il terzo elemento
della successione nodale ha avuto come effetto di variare soprattutto il punto P, che segue P; e un
po’ come contraccolpo i punti Ps e Pg.

Le B-spline cubiche

Le B-spline quadratiche danno risultati abbastanza soddisfacenti e, grazie alla flessibilita data dalle
successioni nodali si adattano facilmente a molte esigenze. Ciononostante, vengono usate molto
piu spesso le B-spline cubiche, sia per un ulteriore flessibilita, sia per il motivo che le parabole sono
curve piane. Se si pretende che la curva sia una curva nello spazio non necessariamente giacente su
un piano, il raccordo tra curve piane nei punti di giunzione puo risultare assai brusco. Le cubiche
invece sono curve che possono essere dotate di “torsione” e quindi svilupparsi con continuita nello
spazio.
Nella trattazione che segue, i punti sono indicati con P;, ma non sono necessariamente nel piano e
possono quindi avere una terza coordinata z.

Come dati iniziali sono assegnati i seguenti punti distinti (o meglio tali che tre consecutivi
siano distinti) che costituiscono il poligono di de Boor.
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Py, Pr,dy,dy ... ,dp—2,dp_1, P3p_1, P3y

Ovvero mancano tutti i punti P; tranne i quattro estremi. Costruiremo una B-spline in cui ogni
pezzo € una curva cubica di Bézier con poligono di controllo Ps;, Psit1, Psita, Psits (il primo e il
quarto sono multipli di 3).

I punti P; mancanti andranno scelti con cautela se si vuole fare in modo che la B-spline risultante
sia di classe C2. Questo rende la costruzione pitt complessa che nel caso quadratico.

Caso uniforme

Nel caso piu semplice porremo:

di + P
P, = hth (caso eccezionale all’estremo)
2d; +d -
Py = e (si divide d; dy in tre parti e si prende il primo punto)
dy + 2d -
P = G+ 20z (si divide d; dy in tre parti e si prende il secondo punto)
P+ P . . . . : L .
Py = — (i punti con ¢ multiplo di 3 sono punti medi dei punti precedente e seguente)
2d; + d; di_1 + 2d; P31+ Ps;
In generale Py — % Py i = % Py, — %

Costruiremo poi le curve di Bézier con poligono di controllo Ps;, Ps;y1, P3ito, Ps;+3 mediante i
polinomi di Bernstein o I'algoritmo di DeCasteljau.

La B-spline cosi costruita e detta B-spline cubica uniforme. L’aggettivo uniforme si riferisce al
fatto che i punti mancanti sono presi con suddivisioni uniformi dei segmenti considerati.

La B-spline ¢ continua e di classe C'' per costruzione. Se i punti P; sono costruiti come sopra, si
puo verificare che & anche di classe C?.

Caso non uniforme

Invece di dividere i segmenti d; d; 11 in tre parti e i sgmenti Ps;—1 P3;41 in due, si possono fare
altre scelte e ottenere una modellazione diversa con un controllo semi-locale.

Si tenga pero presente che scelte casuali possono far si che la B-spline risultante non sia piu di
classe C? e le curve non di classe C2, pur non avendo spigoli risultano spesso sgradevoli per il fatto
che il raggio di curvatura della curva varia bruscamente nei punti di giunzione e, nel caso di curve
spaziali, cambia di colpo il piano osculatore.

In questo caso una successione nodale consente di effettuare modifiche mantenendo la classe C2.

La successione nodale ¢ sempre una successione crescente di n numeri positivi tg < t; < --- < t,.
Definiremo quindi i punti Ps;41, Ps;, P3;—1 usando la successione nodale. Nel dettaglio:
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(tige —ti)di + (t; — ti—1)diga

live —ti1 | | | |
Quindi Ps;41 ¢ una media pesata tra d; e d; 41 i cui pesi ‘ ‘ ‘
sono assegnati da questa parte della successione nodale. i1
(tig1 — ti)di—1 + (ti — ti—2)d;

tiv1 —ti—2 ' I !
Quindi Ps;_; ¢ una media pesata tra d; e d; 41 i cui pesi
sono assegnati da questa parte della successione nodale.
(tig1 —ts)P3i—1+ (ti — ti—1)P3iy1

tivr —ti—i [ Il |

Quindi Ps; € una media pesata tra Ps;_1 e Ps;11 1 cui pesi ‘ | tl ‘ I
sono assegnati da questa parte della successione nodale. i-1 ! i+l

Pyt =

Py =

Py =

Cambiando la successione nodale si ottiene una B-spline modificata localmente. La variazione di
un elemento della sucessione nodale ha effetto su quattro curve di Bézier della curva (meno se
siamo agli estremi).

Come esempio riutilizziamo la poligonale dell’esempio precedente, ma con la successione nodale
1<2<2b<4<--- Variare il terzo elemento della successione ha variato quattro pezzi della
B-spline e i punti Ps, Ps, ..., Pig

dZ

o . P,

4.2.6 Cenno sulle curve di Bézier razionali

Le B-spline cubiche cosi definite degenerano correttamente in rette o in parabole se i punti del
poligono sono disposti in maniera particolare, per esempio se sono allineati, ma non possono mai
rappresentare correttamente un arco di circonferenza o di ellisse per il semplice motivo che né
circonferenze, né ellissi ammettono una parametrizzazione mediante funzioni polinomiali, mentre
le parametrizzazioni delle curve di Bézier sono polinomiali essendo combinazione lineare di polinomi
di Bernstein. Questa e la ragione per cui spesso vengono utilizzate le curve B-spline razionali che
sono a pezzi curve di Bézier razionali. Accenniamo brevemente a queste ultime.

Per definire una curva di Bézier razionale di ordine n occorrono un poligono Py, Pi,..., P, e
una successione di numeri positivi wy, ... w, detti pesi. La curva ha rappresentazione parametrica

P@® = woBo(t) + - -+ + wp By (x)

dove i B; sono i polinomi di Bernstein di ordine n. Osserviamo che, per le proprieta dei polinomi
di Bernstein, il denominatore vale 1 se tutti i pesi sono 1, per cui in questo caso si ottiene la solita
curva di Bézier. Assegnando opportunamente i pesi si riesce a fare “aderire” pitt o meno la curva
ai vertici del poligono ottenendo spesso risultati piu flessibili di quelli delle curve di Bézier semplici
e riuscendo per esempio a descrivere archi di coniche diversi dalle parabole nel caso di curve di
Bézier quadratiche.

Senza entrare nei dettagli mostriamo due esempi.
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Sul poligono PyP; P, sono state costruite le curve di Bézier qua-

dratiche razionali con pesi [1 1 1] [1 1 2] [1 4 1] rispettiva- P
. . o\ R C s P,

mente. La prima ¢ la piu interna ed e la curva di Bézier normale

(quindi una parabola), la seconda ¢ la mediana ed & precisamente

un quarto di ellisse inserito nel poligono di controllo, la terza “ade-

risce” al punto centrale del poligono di controllo ed € una porzione

di iperbole. La curva con pesi [2 1 1] coincide con quella di pesi P,
[11 2] anche se con diversa parametrizzazione.
Sul poligono PyPP,P; sono state costruite P1 P2

le curve di Bézier cubiche razionali con pesi
1111 3223 [1 51 1] rispettivamente.
La prima ¢ la mediana ed ¢ la cubica di Bézier normale.
La seconda ¢ la piti bassa ed & un arco di ellisse, la terza
“aderisce” al secondo punto del poligono di controllo.
P 0 P 3
5.1 Integrazione ed equazioni differenziali

E un capitolo assai vasto dell’analisi numerica, anche perché le equazioni differenziali sono uno
strumento essenziale in moltissime questioni.

Ci limitiamo ai casi piu semplici illustrando tecniche che comunque sono abbastanza antiche, anche
se il loro studio ha ricevuto enorme impulso con 'avvento del calcolo automatico.

Il problema ¢ che di raro ¢ possibile risolvere le equazioni differenziali in modo esatto e quindi i
metodi numerici sono quasi sempre indispensabili.

5.1.1 Richiami sugli integrali

Il piu semplice problema differenziale & il seguente:
Data una funzione f(¢) definita in un punto ¢y e in un suo intorno (destro, sinistro o compren-
dente tp), e un numero yo, determinare una funzione y(¢) definita in un intervallo comprendente il
numero to tale che
/
y' =) y(to) = yo

La funzione y(t) & detta primitiva di f(t).
Come ¢ ben noto, il teorema fondamentale del calcolo integrale fornisce la soluzione del problema:

Proposizione 3 Se f(t) ¢ integrabile in un intorno di ty, allora

y(t) = yo + / f(t)dt

11 problema ¢ quindi quello di calcolare l'integrale. Se la primitiva y(t) & ricavabile mediante le note
tecniche di integrazione indefinita, allora la proposizione fornisce semplicemente la nota formula

/t F(t)dt = y(t) — y(to)

E noto che in molti casi y(t) non ¢ calcolabile elementarmente. In altri casi lo ¢, ma la sua
espressione € comunque complessa, per cui ci proponiamo di ricavare degli algoritmi numerici per
il calcolo dell’integrale definito.

5.1.2 Integrazione numerica: formule di Newton-Cotes

Vogliamo calcolare numericamente 'integrale definito

/a ey

dove f(t) & una funzione continua nell’intervallo [a, b] (ma basterebbe continua a tratti e limitata).
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L’idea base & sempre quella di sostituire f(¢) con un polinomio di grado n passante per
n + 1 punti dell'intervallo [a,b] e quindi di usare la primitiva del polinomio che & calcolabile
elementarmente, avvertendo che, in genere, non ¢ necessario esplicitare il polinomio per calcolare
I’area sottesa.

A seconda del grado usato e del criterio di scelta dei punti si possono avere numerosissimi
metodi di integrazione numerica.
Se tra gli n + 1 punti ci sono gli estremi si parla di metodo chiuso.
Se gli n + 1 punti sono scelti dividendo Iintervallo in parti uguali, le formule ricavate sono dette
formule di quadratura di Newton-Cotes.

Ci limiteremo a quest’ultimo caso ed esamineremo in dettaglio i casi n = 0,1, 2

Metodo del rettangolo (o di Cauchy) (n = 0)

Il polinomio ha grado 0 e cioe una costante, quindi va scelto un solo punto dell’intervallo, per
esempio il punto a.
Quindi f(t) & sostituita dalla funzione costante y = f(a) e notoria-

mente / fla (a)(b— a) (area del rettangolo). /

Benché il metodo sia grossolano e banale, vedremo poi la sua contro- -
parte nel caso di un’equazione differenziale qualunque.
Osserviamo solo che, se invece di scegliere il punto a si sceglie il punto 1 ath  p >
medio dellintervallo (a+b)/2, si ottiene una formula assai simile alla 2
successiva e in molti casi piu precisa.

Metodo del trapezio (o di Bézout) (n=1)

Il polinomio ha grado 1 e ha come grafico una retta, quindi vanno scelti due punti dell’intervallo
che, nel caso chiuso di Newton-Cotes sono i due punti a, b.
Quindi f(t) ¢ sostituita dalla funzione che rappresenta la retta pas-
sante per i punti (a, f(a)) e (b, f(b)). L’integrale di questa funzione
+ f(b
Fa) +10)

¢ l'area del trapezio in figura che vale 5

| >
Metodo di Cavalieri-Simpson (n = 2) a b
Il polinomio ha grado 2 e ha come grafico una parabola, quindi vanno scelti tre punti dell'intervallo,
che, nel caso chiuso di Newton-Cotes sono a, “T“’, b.

Quindi f(¢) e sostituita dalla funzione che rappresenta la parabola

p(t) passante per tre punti. Un conto non difficile anche se laborioso

mostra che /abp(t)dt = b_Ta (f( ) +4f <a+b> + f(b)) | .

che e la classica formula di Cavalieri-Simpson. a a—;b b

Accenniamo a una semplice costruzione della formula di
Cavalieri-Simpson: 'area sottesa dalla parabola ¢ la differenza b

o : ; J@) +/0) )
(0 la somma se la parabola ha concavita verso il basso) dell’area

b
del trapezio (b — G)M e dell’area del settore parabo-

atbh
lico che comeénotoé%(b—a) (f(a)+f(b) —f<a+b>>. f( 2) |

. . 2 2 a a+tb b
Da qui con un semplice calcolo la formula. P

»
>

E possibile ricavare formule analoghe per n > 2 e per altre scelte dei punti per i quali passa il
polinomio, ma normalmente non ci si spinge oltre il grado due. Rileviamo solo che in diversi casi
metodi aperti e con scelta non uniforme dei punti possono essere piu convenienti dei metodi chiusi
tipo Newton-Cotes.
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5.1.3 Metodi generali di Cauchy, Bézout, Cavalieri-Simpson

Non essendo convenienti le formule di Newton-Cotes per m > 2, la prassi usuale consiste nel
suddividere 'intervallo [a,b] in tanti sottointervalli in ciascuno dei quali viene applicato uno dei
tre metodi esposti, tenendo presente che, se a = z9 , 1 , ... , T, = b & una suddivisione
dell’intervallo, si ha

/abf(t)dt:/: f(t)dt+/: f(t)dt+~-~+/g:n1f(t)dt

Supponiamo che la divisione dell’intervallo sia uniforme e poniamo h = z;11 — ;. Nei tre
metodi citati (Cauchy, Bézout, Cavalieri-Simpson) le formule diventano:

Mediante il primo metodo, come integrale
di f(t) si ottiene proprio l'integrale definito mediante

la definizione originale di Cauchy, cioe, come somma
delle aree di plurirettangoli.

Lﬂ@ﬁ:

Nella definizione di integrale piu spesso usata, quella
di Riemann, il punto in cui si calcola f non & il primo
punto di ogni intervallo, ma un qualunque punto &;
interno all'intervallo [x; , ©;41]-

Mediante il metodo dei trapezi, l'integrale

approssimato di f(¢) si ottiene come somma delle
aree di trapezi. In pratica si integra lo spline lineare

di f(t).

b n ‘ .
[ sy A ) )
a =0

n

f(@) (i1 — ) = hZf(IL)

n
=0 =0

= 2 (o) + 27 a0) o 2 ) + F2)

Mediante il metodo di Cavalieri-Simpson a

I'integrale approssimato di f(¢) si ottiene come

somma delle aree sottese da parabole.

La funzione formata da parabole ¢ continua, ma non .
¢ lo spline quadratico della funzione nei punti x;, O

sia perché vengono utilizzati anche i punti medi, sia

perché non e detto sia dotata di derivata prima.

- % <f(x0) +4f <#> +2f(x1) +4f (#) o 2f(@n-) + f(f”n)>

5.1.4 L’errore nelle formule di integrazione numerica

Naturalmente ¢ importante sapere quanto il valore calcolato con le formule nimeriche si discosti
dal vero valore dell’integrale. E possibile dare una valutazione dell’errore commesso solo nel caso
in cui la funzione f(t) presenti una certa regolarita. Senza addentrarci nei particolari, ci limitiamo
a fornire le valutazioni per le formule di Bezout e Cavalieri-Simpson.
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L’errore nelle formule di Bézout

Nel caso semplice, cio¢ di un solo trapezio nell'intervallo [a, b], si dimostra che:
Se f(t) ¢ dotata di derivata seconda continua, esiste un punto ¢ dell’intervallo (a,b) tale che

R <. (b — a)3 7
lerrore ¢ in modulo uguale a BT 1)

Nel caso generale di suddivisione dell’intervallo in sottointervalli di ampiezza h, esiste un
(b — a’) h? "
A0
Quindi & possibile maggiorare 'errore se & possibile maggiorare la derivata seconda di f(t) nel-
lintervallo (a,b) e si pud render piccolo quanto si vuole l'errore diminuendo lampiezza h dei
sottointervalli. L’errore tende a zero al tendere a zero di h con ordine di infinitesimo pari a 2.

punto ¢ dell’intervallo (a,b) tale che 'errore ¢ in modulo uguale a

L’errore nelle formule di Cavalieri-Simpson

Nel caso semplice, cioe di una sola parabola nell’intervallo [a, b], si dimostra che:
Se f(t) ¢ dotata di derivata quarta continua, esiste un punto ¢ dell’intervallo (a, b) tale che
. (b—a)®
I dul le a [~——— fUV)
errore & in modulo uguale a | ——ecn FUEYI(E)
Nel caso generale di suddivisione dell’intervallo in sottointervalli di ampiezza h, esiste un
U LG
2280
E quindi possibile maggiorare 'errore se ¢ possibile maggiorare la derivata quarta di f(¢) nel-

lintervallo (a,b) e si puo render piccolo quanto si vuole l'errore diminuendo ampiezza h dei
sottointervalli. L’errore tende a zero al tendere a zero di h con ordine di infinitesimo pari a 4.

punto & dellintervallo (a,b) tale che 'errore ¢ in modulo uguale a

Un’osservazione: alcuni testi danno formule di Cavalieri-Simpson e maggiorazioni differenti, ma
solo perché considerano come ampiezza h, non quella degli intervalli [z; — z;4+1], ma la loro meta,
visto che la funzione va calcolata anche nei punti medi.

5.2 Equazioni differenziali

5.2.1 Richiami sul problema di Cauchy

Il classico problema differenziale di Cauchy si puo enunciare cosi:

Determinare una funzione y(¢) definita in un intervallo comprendente il numero ¢, tale che

y = f(t,y) y(to) = vo

La differenza col problema dell’integrazione sta nel fatto che f & una funzione di due variabili e
dipende anche dalla funzione ¥, anziché solo da t. Esistono varie condizioni sufficienti sulla funzione
f(t,y) che assicurano esistenza e unicita di una soluzione del problema. Una delle piti semplici &
la seguente (anche se in realta spesso bastano condizioni assai meno restrittive).

Proposizione 4 Se f(t,y) é continua in un dominio rettangolare D = {[ta,tp] X [Ya,ys]} con
to € (ta,ty) € Yo € (Ya,Yp) € inoltre anche la funzione Of /Oy esiste ed é continua e quindi limitata
in D, allora y(t) esiste ed é unica in un intorno di tg.

Se f & una funzione elementare, in alcuni casi “speciali” esistono varie tecniche (variabili separabili
etc.) per determinare esplicitamente y(¢). Ci occuperemo invece del caso in cui y non sia determi-
nabile esplicitamente o comunque la sua espressione sia complessa.

In questi casi la soluzione va calcolata in modo approssimato mediante tecniche numeriche.
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Osserviamo innanzitutto che il problema di Cauchy y’ = f(t,y) senza la condizione iniziale
su y(to), se ha soluzione, ne ha in generale infinite che costituiscono una famiglia di funzioni pas-
santi per ognuna delle coppie (¢;,y;) di punti interni al dominio. ‘

L’osservazione ¢ fondamentale perché la soluzione 7
che troveremo sara in qualche modo una mediazione

tra molte di queste soluzioni. Yo
Esiste una funzione y(t) passante per (tg,yo) e tale i

che f(to,yo) sia il coefficiente angolare della retta 7

/]/'1

e analogamente esiste una funzione y(¢) passante per ~ 2
(t1,y1) e tale che f(t1,y1) sia il coefficiente angolare Y2
della retta r; e cosi pure per (to,y2)

|

M

5.2.2 1l metodo di Eulero

Il metodo piu semplice ¢ quello di Eulero che & anche alla base di metodi piu raffinati. Si fissa un
passo h (che pud anche essere negativo) e quindi si considerano diversi punti a partire da ¢g:

to ti=to+h to=ti+h

L’equazione differenziale ci fornisce il coefficiente an-

golare della soluzione in tg che ¢ y'(tg) = f(to, yo)-

A coeff. angolare m;,

L’idea ¢ quindi di sostituire la soluzione y(t) con Vs
la retta passante per ({o,yo) di coefficiente angolare
f(to, o) che chiamiamo myg e che ha quindi equazione

soluzione con
y(t)=n

/ soluzione

coeff. angolare m,

M1
y = yo +mo(t —to)

Questo nell’intervallo tg,t;. Per sapere come ¢ fatta

la funzione negli intervalli successivi calcoliamo la
funzione lineare in ¢t1:  y1 = y(t1) = yo+mo(t1 —to), Yo
quindi nell’intervallo [t1, 5] considereremo un’altra —
retta, quella passante per (t1,y1) con coefficiente an- 4 h L
golare my = f(t1,y1).

Si badi che comunque il punto (¢1,%1) in generale non appartiene alla soluzione del problema
originale, ma al grafico di un’altra funzione della famiglia dell’equazione differenziale. Man mano
che I'algoritmo prosegue e possibile che ci si allontani sempre di piu dalla soluzione del problema
originale.

Osserviamo che se il problema di Cauchy ¢ semplicemente {y' = f(t) ; y(to) = yo}
la soluzione fornita dal metodo di Eulero ¢ il metodo di Cauchy per gli integrali definiti con la
suddivisione tg, 1, ...

5.2.3 Il metodo di Eulero quadratico

Il metodo di Eulero consiste in pratica nel sostituire a y(¢) la sua linearizzazione, ovvero il suo
sviluppo di Taylor arrestato al primo ordine in ¢o che ¢ fornito direttamente dalla funzione f(t,y).
Da qui nasce 'idea di sostituire a y(t) il suo sviluppo di Taylor arrestato a un ordine superiore,
per esempio due.

Esplicitamente, se y'(t) = f(y,t), allora, usando note formule di derivazione delle funzioni com-
poste, la sua derivata seconda e esprimibile in funzione delle derivate parziali di f ovvero si ha

d
y'(t) = d—J;(t, yo) = fi + fy ¥ = fi + f, f- Quindi la funzione quadratica che rappresenta il primo

passo del metodo di Eulero quadratico ¢

y =0 + f(to,yo)(t —to) + %(ft(t(h yo) + fy(to,yo) f(to, yo)) (t —to)?
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Di qui & possibile ricavare per ¢ = ¢; il prossimo punto (¢1,y;) da cui ricominciare 1’algoritmo.

In pratica comunque il metodo ¢ scarsamente usato perché il calcolo delle derivate parziali puo
portare a formule assai complesse e vengono preferiti metodi che fanno uso di rette come quelli
esposti di seguito.

5.2.4 I metodi di Eulero generalizzati

L’idea base dei metodi esposti qui di seguito ¢ quella di sostituire la linearizzazione semplice di y(t)
con una funzione ugualmente lineare che tenga pero gia conto del comportamento della funzione
nei punti successivi a tg, cioe t1 ed eventuali altri precedenti o successivi.

In generale partendo dalla formula elementare di Eulero A my
y1 =1yo + f(to, yo)(t1 — to)
si scelgono due numeri positivi ¢y, ¢ tali che ¢c;1+co =1 M1 pendenza

e la formula viene cosi modificata mediata

_ V1 soluzione
U1 = Yo + (t1 — to)(Cl f(to,v0) + 2 f(t1,y1))

Quindi la funzione lineare ha una pendenza mediata

tra quella nota in tg e quella calcolata in ¢; dopo il Yo

primo passo del metodo di Eulero. Vari accorgimenti
suggeriscono i pesi ¢; e co da usare.

5.2.5 Il metodo di Heun

Si tratta del metodo di Eulero generalizzato in cui ¢; = ¢3 = 1/2. Quindi, come sopra

f(t()vyO) + f(tla yl))

Y1 = yo + f(to,yo)(t1 — to) ﬁyo+(t1to)< 5

Quindi I'algoritmo procede con la coppia (¢1,771). Si noti che la pendenza della retta & la media
delle due pendenze calcolate in tg e in ¢1, ma la nuova retta non ¢ la bisettrice delle due.

Osserviamo ancora che se il problema di Cauchy ¢ semplicemente {y' = f(¢t) ; y(to) = yo}
la soluzione fornita dal metodo di Heun e il metodo di Bézout per gli integrali definiti con la
suddivisione tg, t1, ...

5.2.6 Il metodo di Eulero modificato

La formula di Eulero puo essere ulteriormente generalizzata in questo modo

71 = yo + (t1 — to) (Cl f(to,y0) + c2 f(to + ha,yo + bhf(t(hyo)))

con ¢g +co =1eacag =1/2; beg = 1/2. Quindi si ha una media pesata tra la pendenza calcolata
in tg e quella calcolata in qualche punto compreso tra tg e t;. I parametri ¢, co,a,b sono tutti da
scegliere con vari criteri suggeriti dall’esperienza. Il cosidetto metodo di Eulero modificato usa la
formula precedente semplicemente con ¢y =0; co =1lea=b=1/2

h h
UL =yo + (t1 —to) f (to+§ ) y0+§f(to,yo)>

Quindi per determinare la nuova coppia (t1,77) si fa uso del valore di f(¢,y) calcolato nel punto
medio tra tg e tq.
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5.2.7 Il metodo di Runge-Kutta

Esistono diversi metodi detti di Runge-Kutta che fanno uso di varie medie delle pendenze in ¢, t;

e in punti intermedi. Quello illustrato di seguito ¢ il metodo classico di Runge-Kutta di ordine 4.
t t

Si fa uso del punto medio tra i primi due punti della suddivisione t,, = 0 ;— L

Si inizia come nel metodo di Eulero con la retta passante per (tg,yo) di coefficiente angolare

mo = f(to,yo).  Laretta &y =yo+mo(t —to).

Si trova il punto 7 in cui la retta ha ascissa t,,, ovvero m

T = yo +mo(tm — to)- A

Si calcola il valore di f(t,y) nel punto (¢,,, 7), quindi

si pone my = f(tm, 7).

. m
Si prosegue con la retta passante per (fo,yo) questa | /.7 ’ solulzione
volta di coefficiente angolare m;. : m
La retta & y = yo + m1(t — to). 1
Si trova il punto ¥ in cui la retta ha ascissa t,,, ovvero vy, m,

? g yO + ml (tf,n — to). _ AN m2
Si calcola il valore di f(t,y) nel punto (¢,,, ¥) quindi N S

si pone ma = f(tm,y). T |

<l
S

Ancora una volta si considera la retta passante per Yo
(to, yo), ma con coefficiente angolare mq, cioe la retta
y = yo + ma(t —to) _ f t, 4
Quest’ultima volta si trova il punto 7 in cui la retta
ha ascissa t; (non t,,), ovvero § = yo + ms(t1 — to).

Si calcola il valore di f(¢,y) nel punto (¢1 , ¥) quindi si pone mg = f(t1,7). Si osservi che sono
stati calcolati i numeri m; in quattro diverse funzioni della famiglia di soluzioni dell’equazione
differenziale vy’ = f(t,y).

Si definisce come primo passo del metodo di Runge-Kutta la retta di equazione

mo + 2my + 2mg + ms3
6

Y=Y + (t—to)

e il primo valore della soluzione approssimata dell’equazione differenziale sara

mo +2m1 —|—2m2 +m3
6

Y1 =yo+ (t1 —to)
Dopodiché si calcolera y, in t5 allo stesso modo, usando il punto intermedio tra t; e ts.

Per terminare osserviamo ancora che se il problema di Cauchy & semplicemente il problema
integrale {y/ = f(t) ; wy(to) = yo}, la soluzione fornita dal metodo di Runge-Kutta & il metodo
di Cavalieri-Simpson per gli integrali definiti con la suddivisione tg,%1,..., di cui Runge-Kutta
classico puo essere quindi considerato una generalizzazione.
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