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L MNPORQ8SUTWV	XZY![\T^]^_a`cbedgf heVi`kj�lU`&lUSUYnmoQpj&`&_aY<Qq[UY_aY!jkj&Y:`&_Zr�T^]$_R`kSUYcs
tUuWt2vat/w=dgf hex yz|{ b�} { ~c{ ~�{� bB� ~�{ � b ~�{b b��g}�b ~	� ~ b �� y��z s u v w

������� yzP{�� ��{ xK��`&[UYCV�XZYn[>T^]$_R`�b:dgf h�lUY:�ZQ�lUT^j&�a�n`&T^_a`�Y��C�WQq_BSUYCx�axK��Yn[	b � { t ~c{ t � OBYnSUYn[2m�`k_ZQ8[Uj&YeS��RS�SUY���l2Y�r�Ye_aYelUT^_aT��nx
Applichiamo l’algoritmo gaussiano alla matrice completa:yz { b	} { ~�{ ~c{ {� b�� ~�{ � b ~�{ �b bB�g}�b ~�� ~ b � �� � �K� � � ~ � ����>� � ��� ~ b �e� yz { b	} { ~c{ ~�{ {� bB� ~ �^b ~�� ��b	} { ~ �� � ~�� }�b � �	~ b ��
Se
bB� ~ �^b ~��5�� �

e
~	� }\b �� �

, allora la matrice è ridotta con tre pivot e quindi il sistema ha  ¢¡!£ � soluzioni.
Cioè:
Se
b �� ~�{ t �

, il sistema ha   � soluzioni.

Se
b � ~�{

la matrice è

yzP{¤� ~�{¥~�{ {��� � � ~ ���� ~K¦ � ¦ ��
L’ultima riga può essere trascurata in quanto proporzionale alla seconda. Il sistema è allora ridotto con due
pivot e ha   � soluzioni.

Se
b � �

la matrice è

yz {§¦ ~c{¨~c{ {��� � ¦ ~ ���� � � � ��
Il sistema è ridotto con due pivot e ha   � soluzioni.

In conclusione: Se
b � ~c{ t �

, il sistema ha   � soluzioni.

Se
b � {

, la matrice ridotta è

yz { � ~c{¨~c{ {� ~>¦ � � ~ �� � ~ � � � �� .

L’incognita non pivotale è
w
. Si ha subito:©ª « s�}��^u ~ v ~ w � {~ �^u�}�v>}�w � ~c{v � ~c{ , da cui

©ª « s � �u � w2¬^�v � ~c{ . Le soluzioni sono
� � t�w2¬^��t ~�{ t�wU�

Se
b � ~�{

, la matrice ridotta è ­ {¤� ~c{¨~c{ {��� � � ~ �¢®
Le incognite non pivotali sono

uWt9w
da cui subito: ¯ s � w>°gv � ~c{8± e le soluzioni sono:

�7w>tguot ~c{ t�w2�
.

Se
b � �

, la matrice ridotta è ­ {²¦ ~�{¥~�{ {�³� � ¦ ~ �p®
Le incognite non pivotali sono

uWt/w
da cui subito: ¯ s � ~>¦ u ~ wp°´v � ~c{c~ �!w ±

e le soluzioni sono:� ~K¦ u ~ w>tguot ~�{�~ �<wKt�w2�
.



 

µ
¶ �iQqS�Q�j.Q�moQqS�[U`.r�Ye·¸Q�j¹QqSUT · � y��z � �¨¦³¦~�{º��� {{º�¨¦ »�³� {º�

�����{ xK��`&[UYCV��al�Qq_WOBT�j.Q�OBY,¼W_a`&�n`&T^_aYe`k_BSU[U`k_RlUY<rnQ�O�`�rnQq[�QqS�SUYn[U`&lUSU`.rnQ�/�^�RYnj&j¹Q�r,T^`½m�`&_aT^[U`.�nVRrU�aYcrnQq[�QqSUS�Y![U`kl2S�`.rnQ��ZQ�·�x
Calcoliamo

O�YnSn��·:�
partendo da

� ¡ :OBY!S y��z � � ¦ ¦~c{¤� � {{¤� ¦ »��� { �
����� � ~ OBYnS yz � �¥¦~�{¤� {{¤�³» �� � ~ �FO�YnS ­ � {��» ® ~¾¦ O�YnS ­ ~c{¤�{¤� ® �� � ~ �^��� { �^� ~¾¦ � ~	¿ � � �

Quindi l’unico minore di ordine
¦

di
·

è nullo.

È facile trovare subito un minore di ordine
�

non nullo di
·

, per esempio il determinante della sottoma-
trice inquadratay��z � �¨¦³¦~c{ ��� {{ �¨¦ »� � {º�

� ���
Di conseguenza À ��·:� � � .

�axK��`&[UY��C�WQqj&`�OBYnj&j&Y�r�T^j&T^_a_aYcOB`�·ÁlUT^_RTor�T^mcÂa`&_WQq�n`&T^_aYejk`&_aY8Q8[UYcOBY!jkj&Y�Qqj&SU[UYCx
Evidentemente la terza colonna non è combinazione lineare delle altre perché non si può ottenere un’ 1
alla quarta riga.
Esaminiamo allora le altre tre e vediamo se Ã ¡ è combinazione lineare dei Ã � e Ã � :b Ã � }�Ä Ã � � Ã ¡ cioè

b y��z �~�{{�
� ��� }�Ä y��z ����

� ����� y��z ¦ {»�
� ���

, da cui:©ª « �^b	}�Ä � ¦~ b	} � Ä � {b	} � Ä � » , da cui ¯ b � ��°gÄ � {q± , cioè:� Ã � } Ã � � Ã ¡ che si può anche scrivere come:Ã � � Ã ¡ ~ � Ã � e anche Ã � � ~ � { ¬^�^� Ã � }Å� { ¬^�$� Ã ¡ , cioè ognuna delle colonne Ã � t Ã � t Ã ¡ è combina-
zione lineare delle altre.

� xK��YnSUY![Um�`k_ZQ8[UYeYnlUXRjk`.r�`&S�Qqm�Yn_BS�YeSU�aSUS�Yej&Y:lUT^j&�a�n`&T^_a`�`&_ÇÆ ¡2¡ �@f h>� È � y��z {º���³��³���³��³�¨¦ ��³��� {
� ���OBY!jkj9É Y<�C�WQq�n`&T^_aY��@ÊË}�Ì��½ÍUÈ � ·�VRO�T8Î$YcÈ MY:j.Q�moQqS�[U`.r�YcQ�j.Q8SUTWx

Notiamo subito che
È

è invertibile, quindi dall’equazione si può ricavare
Ê

con i passaggi che seguono:�@ÊÏ}�Ì��½ÍUÈ � · ��ÊË}�Ì��½ÍUÈ�Í2È £ � � ·pÍUÈ £ � ÊË}�Ì � ·pÍUÈ £ � Ê � ·pÍ2È £ � ~ Ì
Quindi calcoliamo:Ê � ·pÍ2È £ � ~ Ì � y��z � �¥¦�¦~c{¤�³� {{¤�¥¦ »��� {¤�

����� Í y��z { � � �� { ¬ � � �� � { ¬ ¦ �� � � {
����� ~ y��z {¤�³���� {º������ {¤����³� {

����� �
� y��z � � { ¦~c{�{ � {{�{ { »��� { ¬ ¦ �

����� ~ y��z {º���³�� {¤�³��³� {º��³��� {
������� y��z {¤� { ¦~c{¤� � {{�{ � »��� { ¬ ¦ ~�{

�����
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Compito di Geometria - Sede di Savona - 27 ottobre 1999Ñ Ò T^_aToOaQqSU`�`�SU[UY:_B�am�Yn[U`�r�T^m�XRjkY!lUlU`�bZtUÄqtUÓqxb � ~	Ô � }�Õ Ä � b�Ö¿8¦ Ó � Ò T^jk�R�n`&T$_RY�O�`
v » � b×S2Qqj&Y�r2�aYchAYF�/Ó,�IØ � Yef/m��9Ó,��Ø �{ x Ò r,[U`kÎ^Y![UY×r�`.Q8l�r��a_RT\O�Yn`=SU[UY�_B�am�Yn[U`F`&_ÚÙDT^[UmoQ�Qqjk]^Y!Âa[U`.rnQ Y�`k_ÚÙ�T^[UmoQ�YnlUXZT^_aY!_a�n`.Qqj&Y Y×OB`&lUYn]^_WQq[Uj&` _RYnj=XR`¹Qq_RTOB`�Û	[U]�Qq_WOCÜ�ÝeQq�alUl8x
Il numero

b
è già in forma algebrica. Il suo modulo è Þ � Ô � � � } { � � � . Un argomento ß si ricava dal

sistema à r�T^ln� ß � � ~ Ô � ¬^�lU`&_½� ß � � { ¬^� Per esempio ß � »^á ¬ ¿ . Quindi
b � �^â »$á Õ@¬ ¿

è la forma esponenziale.

Si ha :
Ä � b�ã¿8¦ � �^ã!â �^»^á Õ@¬ ¿¿q¦ � �$â �^»$á Õ@¬ ¿

. Dato che dividendo
�^»

per
¿

si ha
»

col resto di
»
, allora�^»^á¿ � ¿ Í » } »¿ á � »^á } »^á¿ e quest’ultimo numero è trigonometricamente equivalente a
á } »^á¿ o

anche a
~ á ¿ , quindi una forma esponenziale per

Ä
è
Ä � �$â ~�á Õ@¬ ¿

.

La forma algebrica è
Ä � �Fr,T$l!� ~	á ¬ ¿ ��}��=lU`&_½� ~�á ¬ ¿ ��ÍUÕ � Ô �	~ Õ

.

Le soluzioni di
v » � b

sono äÔ �^â »$á Õ@¬B� ¿ Í » ��}��^å á Õ9¬ » . I loro argomenti sono

á ¿ } �^å á» �/åcdIæ?ç	�
.

Esaminiamo questi argomenti per vedere quale delle soluzioni sta nel terzo quadrante:å � �
Arg:

á ¿ Nel primo quadrante.å � {
Arg:

{ Ö á�$� compreso tra
á ¬$�

e
á

Nel secondo quadranteå � �
Arg:

�^è á�$� compreso tra
á ¬$�

e
á

Nel secondo quadranteå � �
Arg:

¦W{!á�$� compreso tra
á

e
�^á ¬$�

Nel terzo quadrante

Quindi: Ó � äÔ �^â ¦W{!á Õ9¬ �^�
Questa è la forma esponenziale.
La forma algebrica è:Ó � äÔ �gr�T^ln� ¦W{!á ¬ �^� ��} äÔ �=lU`&_½� ¦R{!á ¬ �^� �½ÍUÕ
Dato che

¦W{!á ¬ �^�
non è un angolo con seno e coseno

notevoli, ci fermiamo qui.

�ax Ò r,[U`kÎ^Y![UY:�a_\XZT^j&`k_RT$m�`&ToQ�r�TBY�éêr,`kYn_BSU`�[UY<Qqj&`
ë��/sW�KQ!Î^Yn_BS�Ycb�r�T^m�Y:[�Q^OB`.r�YcOB`�m�T^j&S�Y!Xaj&`¹r,`kS MQ��ax
Se un numero compleso non reale è radice di un numero complesso anche il suo coniugato lo è con la
stessa molteplicità:, quindi il polinomio può essere:ë��/sW� � �/s ~ � ~ Ô � }eÕ@�U� � �/s ~ � ~ Ô �B~ Õ@�U� � � �/sW} Ô ��~ Õ@� � �9sW} Ô � }:Õ9� � � �U�9sW} Ô � � � } { � � � �9s � }:� Ô � sW} ¦ � �



 

ì
í { xKî>Ynj&j@É f hIÜ/lUXWQq�n`&T�Î^YnSUSUT$[U`.Qqj&Y�Æ �U� �@f h>� MYcOaQqS�Q�j¹Q�moQqSU[U`.r�Y · � ­ {�{{ �p®��`&m�T^lUSU[�Qq[UYcr2�aY�j&Y�S�[2YemoQqSU[U`.r�`
·�t�· £ � tUÌ×l2T$_RT×j&`&_aY<Qq[Um�Yn_BSUY�OB`&XZYn_WO�Yn_�SU`
Y�O�`k[UY��C�WQqj&`"OB`�YnlUlUY�l2T$_RT�r�T^m�ÜÂa`&_WQq�!`kT^_aYej&`k_RY<Qq[U`�OBYnj&j&Y�Qqj&S�[UY�x

Calcoliamo
· £ � :­ {³{ {º�{ � � { ® � �K� � � ~ �e� ­ {�{ {¤�� { ~�{�{ ® ��� � ��� ~ � � ­ {¤� � ~c{� { ~c{ { ®

Scriviamo una combinazione lineare nulla di
·�t�· £ � tUÌ :bC·�}�Ä�· £ � }�ÓnÌ �� ­ b bb �^b�® } ­ �^Ä ~ Ä~ Ä ÄÇ® } ­ Ó �� Óï® � ­ b	}��^Ä=}�Ó b ~ Äb ~ Ä �^b	}�Ä"}�ÓÚ® � ­ �³��³� ®

da cui

©ª « b	}��$Ä=}�Ó � �b ~ Ä � ��^b	}�Ä=}�Ó � � . Il sistema lineare ha   � soluzioni
�/botgbot ~	� b��

, quindi per esempio

·�}p· £ � ~�� Ì � �
Questa è una relazione di lineare dipendenza. Dato che ciascuna delle tre matrici si può ricavare da
questa relazione, allora ognuna di esse è combinazione lineare delle altre.

�axKî>Ynj&j@É f hIÜ/lUXWQq�n`&T�Î^YnSUSUT$[U`.Qqj&Y�Æ �U� �@f h>� MYcOaQqS�Q�j¹Q�moQqSU[U`.r�Y · � yz {¨~ �³�� � {� {º� ����`&m�T^lUSU[�Qq[UYcr2�aY�j&Y�S�[2YemoQqSU[U`.r�`
·�t�· £ � tUÌ×l2T$_RT×j&`&_aY<Qq[Um�Yn_BSUY�OB`&XZYn_WO�Yn_�SU`
Y�O�`k[UY��C�WQqj&`"OB`�YnlUlUY�l2T$_RT�r�T^m�ÜÂa`&_WQq�!`kT^_aYej&`k_RY<Qq[U`�OBYnj&j&Y�Qqj&S�[UY�x
Calcoliamo

· £ � :yz {¨~ ��� {¤�³�� � { � {º�� {¤� ��� { �� yz {¨~ ��� {º���� {¤� �³� {� � { � {¤� �� yz {º��� {¨~ ���� {¤� � � {�³� { � {¤� ��� �	ð �>� ��� � ��� ~ � ������ � ��� }�� � �
Pertanto

· £ � coincide con
·

, quindi la relazione di lineare dipendenza tra le tre matrici è· ~ · £ � } � ÍUÌ � �
Quindi

·
e
· £ � sono ciascuna combinazione lineare dell’altra, mentre

Ì
non può essere loro combinazione

lineare.


