Geometria Ingegneria Meccanica Esame del 8 — 1 — 2013
Risolvere i seguenti esercizi, per ogni risposta fornire esaurienti spiegazioni.

1) Fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali {O;x,y, 2z} si considerino le
rette:

r=2t+1 r=-—-2t+3
¢ t41 e 1=0
A = — S . = .
Y Y 3y +22—6=0
z=1t+3 z=—t+1

a) Provare che 7 e s sono parallele e trovare la loro distanza.
b) Provare che r, s e t sono complanari e scrivere ’equazione cartesiana del piano
che le contiene.

(10 punti)

2) Si considerino le matrici ad elementi reali

S AN AL
A=11 9 9 ¢ B=149 0 o 02(2)_11_11}
1 0 11 0 -1 0
1 =100
2 -2 0 0
D=19 0 11
0 0 2 2

a) Trovare, se esiste, X € My(R) tale che AX — BC = D.
b) Dire se D & diagonalizzabile e, in caso affermativo, scrivere A diagonale simile
aD.

(10 punti)

3) a) Al variare di A € R trovare la dimensione del sottospazio
Vi = {(z,y, 2,t) Jo+ A y+2+(A+1)t = Ao+y+2 2+t = Mo+ y+A%2 = 0} C RE

b) Per ogni eventuale A € R per cui dim V), = 2 trovare una base di V).
(10 punti)
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1) a) I due vettori v, = 2% — j + ket, =—2i+ j— E, paralleli rispettivamente a
r=2t+1 r=—-2t+3
riy=—t es:qy=t+1 , sono paralleli quindi r|[s 0 r = s.
z=1+3 z=—-t+1
2+1=-2v+3 t+v=1
Il sistema { —t =v+1 = (¢t+v=—1 non ha soluzioni quindi r||s.
t+3=—-v+1 t+v=-2

Il piano per P(1,0,3) € r e ortogonale a s ha equazione 7 : 2z —y+ 2z —5 = 0. La
condizione 2(—2t+3) — (t+ 1)+ (-t +1) —5=0=t = ¢ quindi H(},%,3) =7nNs

¢ la proiezione di P su s e la distanza tra r e s e la distanza di P da H:

d(r,s5) = d(P,m) = /(L= /32 + (7/6 + (3 5/6)2 =/ =

Una rappresentazione cartesiana di s e una rappresentazione parametrica di ¢ sono:

z=1
r+2y—5=0
S: e t:{y=u
y+2z—2=0 3
z=3—35u

Imponendo al fascio di piani ¥ : Az 4+ (2A + p)y + puz — 5X — 2p = 0 di asse s il
passaggio per P(1,0,3) € r si ottiene u = 4\. Il piano contenente le rette r e s & quindi
a:x+6y+4z—-13=0.

Poiche 1+ 6u+4(3— 3u) —13 = 0 & una identita in v il piano « contiene anche la retta
t. Le rette r, s e t sono dunque complanari e « ¢ il piano che le contiene.
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2)Poiche |A| = = —1 # 0 la matrice A & invertibile. Moltiplicando a

1
2

1 0
sinistra ambo i membri di AX = BC + D per A~! si ottiene

X =AYBC+ D).

0
1
2
1

_ o O O

1 0 -1 1 =10 0
2 1 0 0

pocrp=| 9 1 1 0 11|+ 2200
2 0 0 > 1 11 0 0 11
0 -1 0 0 0 2 2
0 2 1 -1 1 -1 00 11 1 -1
2 0 0o 2 5 2 00| [4 20 2
=14 2 o o |T|lo o 11|74 2 1 1
0 -1 -1 -1 0 0 2 2 0 -1 1 1



1 -1 0 0|1 0 O O Rs — R3 — Ry 1 -1 0 0] 1 O O O
(A\I) . 0o 1 1 00 1 0 O — o 1 1 0,0 1 0 O
- 1 2 2 0{0 0 1 O Ry — Ry — Ry 0o 3 2 0(-1 0 1 0
1 0 1 1{0 0 0 1 0 1 1 1(-1 0 0 1
Ry— —(R3—3Ry) (1 -1 0 0|1 0 0 0
— 0O 1 1 0| 0 1 0 O —
R44)R4*R2 0 0 1 0 1 3 -1 0 RQ*)RQ*R,?,
o o 0 1|-1 -1 0 1
1 -1 0 0 1 0 0 O 1 0 0 00 -2 1 0
o 1 O O0|-1 -2 1 0 — 01 0 0]-1 -2 1 0
0O 0 1 0] 1 3 -1 0 Ry — R+ Ry 0 01 0] 1 3 -1 0
o o0 o0 1|-1 -1 0 1 o 00 1}]-1 -1 0 1
= (I|1A7Y).
Pertanto si ha:
O -2 1 0 1 1 1 -1 -4 6 1 -3
Y -1 -2 1 0 4 -2 0 2 _ -5 5 0 =2
o 1 3 -1 0 4 2 1 1 o 9 -7 0 4
-1 -1 0 1 0 -1 1 1 -5 0 0 0

b) Il polinomio caratteristico, gli autovalori A; con le relative molteplicita r; di D sono:
Pp(X)=|D —X|=XA\+1)(A—23)

A=0 con r1=2, d=-1 con ro=1, A3=3 con r3=1.

La prima condizione del criterio per la diagonalizzabilita di una matrice ¢ soddisfatta
da D perche Y r; = 4 che ¢ 'ordine n di D; Ay = —1 e A3 = 3 verificano la seconda
condizione perche radici semplici di Pp(X), mentre A; = 0 la verifica in quanto si ha
p(D) =2 =n—r;. Pertanto D ¢ diagonalizzabile e una matrice diagonale simile a D &

w o o o

3)a) Vi ={(z,y. 2 2/:E+)\y+z+ A1)t = dz+y+2 z+t = Ao+ y+A%z = 0} C R?
¢ il sottospazio di R* delle soluzioni del sistema lineare omogeneo AX = 0 dove

1 X 1 XX+1 Ry — Ry — AR, 1 A 1 A+1
A= A 12X 1 — 0 1-—)2 A 1—-X2—-X |].
A2 A N2 0 R3; — R3 — ARy 0 0 -2 —A

Si ha dimVy =4 — p(A).
Per A\e R—{-1,1,0} e dimV, =4—-3=1.



1 -1 1 0 R1_>E+R2
A— 0o 0 -1 1
0 0 -1 1 Ry = — Ry
Rs — R3 — R»

quindi e dmV_1=4—-2=2.
Per A\=1

1 1 1 2
A— [ 0 0 1 -1 —
00 -1 -1 R3—>—%(R3+R2)
quindi ¢ dimV; =4 -3 = 1.
Per A =0
1
A— | O ;
0
quindi e dimVy =4 —2 = 2.
b) Si ha dim V) =2 Per A = —1 e per A = 0.
Siha: Vo1 ={(y — t,y,t,t) : y,t € R} e una sua base &

o~ O
O O =
O = =

1 -1

0 O

0 0
1
0
0

Bv_l = {(17 17 07 0)7 (_1707 17 1)}7

siha Vo = {(—z —t,—t,2,t) : y,t € R} e una sua base ¢

By, ={(-1,0,1,0), (-1,-1,0,

1)}



