Ingegneria Meccanica Geometria Esame del 8 — 1 — 2015

Risolvere i seguenti esercizi, per ogni risposta fornire esaurienti spiegazioni.

1) Si fissi nello spazio un sistema di assi cartesiani ortogonali {O; x,y, z}.
a) Provare che le rette

+3y+z-4=0 TS
D S N e s:qy=t+1 (teR)
r+y—2+2=0
z2=2—1

sono parallele e scrivere I’equazione del piano che le contiene.

b) Trovare la distanza fra r e s.

c) Scrivere, se e possibile, I’equazione cartesiana di ciascuna sfera di raggio
21/6 avente il centro su s e tangente al piano o : 2z +y + 2z — 1 = 0.

2) a) Trovare la dimensione ed una base del sottospazio
W ={(z,y,2,t) € RY/zty—z+t = x—y+2+t = —x+y+z+t = 3x—y+2+3t = 0} C RY
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b) Dire per quali k£ € R la matrice A = < P

) € M,(R) & diagonalizzabile

come matrice ad entrate reali.
c¢) Dire se esiste una base ortonormale di R? costituita da autovettori di

A= ( i ;L ); in caso affermativo scriverla.

3) a) Scrivere nella forma a + bi (a,b € R) il numero complesso

z=—(3+3i)® (% +z?) :

trovarne le radici terze e rappresentarle nel piano di Argand-Gauss.
b) Scrivere un polinomio P(X) € R[X] di grado minimo avente z; =2 +1i e
29 = 2 fra le radici e tale che P(1+1) = 1.



— — - 3 - 4 - 0
1) a) Il vettore v, = 2i — j + k, parallelo a r : Tyt , e il vettore
r+y—2+2=0

r=3—-2t
Vg = —2?—}—5— E, paralleloas: ¢y =t+1 , sono paralleli quindi le rette r e s
z=2—1t

3-2t)+3(t+1 2—t)—4=0
sono coincidenti o parallele. Il sistema, ( J+3(E+ 1)+ ( )
B-20)+(t+1)—(2—-t)+2=0
4=0
4=0
al fascio di piani X : (A 4+ p)x + BA+ )y + (A — p)z — 44X + 2 = 0 di asse r il
passaggio per P(—1,3,0) € s si ottiene A = —p; 'equazione del piano 7 contenente
resem:y+z—3=0.
b) Il piano 8 per P(—1,3,0) € s e ortogonale a r ha equazione 8 : 2z — y +

non ha soluzioni cio¢ 7Ns = (), pertanto r e s sono parallele. Imponendo

r=1-2t
z + 5 = 0, una rappresentazione parametrica di r e r : Sy =+¢ . Poiché
z=3—-1

=0=1= g la proiezione ortogonale di P su r e il

20 —2t) —t+ (3 —1) +
g, . La distanza fra r e s, cioe¢ la distanza fra P e H ¢

-t
punto SNr = H(—%,
d(r,s) = d(P,H) = \/(=§ +1)2 + (3 - 32+ ()2 = 13,
c¢) Per trovare le coordinate del centro di ciascuna sfera di raggio 21/6 avente il
centro su s e tangente al piano « : 2x+y+ 2 —1 = 0, imponiamo che la distanza di
Cy(3—2t,t+1,2—1t) da « sia 2v/6. Si ottiene: "‘%8' =2V6 =t =—1Ut=5;i
centri delle sfere e le loro equazioni cartesiane sono allora C1 (5,0, 3), C2(—7,6, —3),
Si:(x=5)24+y*+(2-32%2=24eSy: (z+7)2+ (y—6)? + (2 +3)? = 24.
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3)

2) a) W ¢ il sottospazio di R* delle soluzioni del sistema lineare omogeneo la cui
matrice incompleta ¢

1 1 -1 1 R2—>—1/2(R2—R1) 1 1 -1 1
A= 1 -1 1 1 — 0 1 -1 0
- -1 1 1 1 Rs — R3s+ Ry 0 2 0 2
3 -1 1 3 Ry, — Ry — 3R, 0 -4 4 0

1 1 -1 1

R3—>1/2ﬁf3—2R2) 01 -1 0

0 0 1 1

Ry — R4+ 4Ry 00 0 0



SihadimW = 4—p(A) =4-3=1e W = {(—t,—t,—t,t)/t e R} = L{(1,1,1,-1))

e una base di W & B = {(1,1,1,-1)/t € R}.

b) Il polinomio caratteristico di A = - ) & Pa(A) = ' Rk S ’ =
k 8 k. 8—A

(2—A)(B8—A)—4k=A2—10A+ (16 —4k) cheha £ =9+ 4k >0 <=k > -7,

Pertanto

©

e per k > ~%, A ha due autovalori distinti e quindi, essendo di ordine 2, &
diagonalizzabile.

e per k < —3, A non ha autovalori (P4(A) non ha radici reali) e quindi non &
diagonalizzabile.

e per k = , A ha un autovalore A di molteplicitd » = 2 e quindi A non
¢ dlagonahzzdbllc Infatti per esserlo dovrebbe essere p(A — M) =0 e cid
non & possibile perché qualunque sia A la matrice (4 — M) non ¢ la matrice
nulla.

In conclusione A, come matrice ad entrate reali, & diagonalizzabile per k > -2
2

4 8
una matice ortogonale @ € Ma(R) le cui colonne sono una base ortonormale di R?
di autovettori di A. Il polinomio caratteristico e gli autovalori di A sono:

¢) La matrice reale A = (

) & simmetrica, quindi digonalizzabile mediante

P4s(A) = I a ; i 8 il A . = A(A —10), A1 = 0 e Ap = 10 entrambi radici semplici
R] =y 1/2R1
. 2 4 1 2
di Pa(A). (A—OI):(4 8) — (0 O)'
Ry — Ry — 2R4
-8 4 A _1/8R1 1 1
(A—10I) = ( i 9 ) i} ( 0 02 ) Gli autospazi associati

Ry — Rs + 1/2R1
ai due autovalori e una base per ciascuno di essi sono: Vg = {(—2X3, X2)/Xs € R},
Vio = {(3X2,X2)/ X2 € R} e By, = {(2,-1)}, By, = {(1, 2)} Pertanto una base

ortonormalc di R? costituita da autovettori di A & B = {(== 5 —%), (%, %)}

7 : P . s
3)a) z=—(3+3%)8 (rlg +?ﬁ‘g§) = ¢i738(v/26'%)8 5 (2673)7 = €3(24)e027¢e’s =
3(211)ei3™ = 3(211)(cos & + isin 4m) = 3(211)(~ — i) = —3(21°) — 3v/3(210);.
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Le radici cubiche di z sono le soluzioni dell’equazione X° = 3(2'1)e's™ e quindi -

. w2k
X, = 8¥12e 57—, k=0,1,2.

x L’




b) Tenendo presente il teorema di Ruffini e che ogni polinomio a coefficienti reali
avente una radice complessa ha anche la complessa coniugata, P(X) € R[X] di
grado minimo avente z; = 2 +1i e 2o = 2 fra le radici tale che P(14+i) =1¢

P(X) = (X —2—i)(X —2+i)(X — 2)Q(X)

con Q(X) € R[X] di grado minimo tale che P(1+1i) = (1 +3:)Q(1 + i) = 1.

E’ Q(X) # ag perché sarebbe ag = ﬁ =12 e C—R. Sia Q(X) =ao+a X.

a0—2a1:1
3ag +4a1 =0

ap = % e a1 = — 3. Pertanto P(X) = (X? —4X +5)(X — 2)( — 3X).

Deve allora essere P(14+i) = (ap—2a1)+i(3ap+4a;) = 1, cioe



